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Exercice 1

1. Soit (a, b) 2 (Q+)2, tel que
p
ab /2 Q. Montrer que

p
a+ 3

p
b /2 Q.

2. Démontrer que pour tout réel x, E(x) + E(x+ 1
2 ) = E(2x), où E(x) désigne la partie entière de x.

3. Soient (un)n2N⇤ , (vn)n2N⇤ et (wn)n2N les suites réelles définies par

un = (�1)n +
1

n
, 8n 2 N⇤, vn = u2n, 8 n 2 N⇤ et wn = u2n+1, 8 n 2 N.

(a) Etudier la monotonie des suites (vn)n2N⇤ et (wn)n2N.

(b) Déterminer les bornes supérieures et inférieures des parties X et Y , ensuite, déduire celles de Z avec
X, Y et Z sont les ensembles définis par

X = {1 + 1

2n
, n 2 N⇤}, Y = {�1 +

1

2n+ 1
, n 2 N} et Z = {(�1)n +

1

n
, n 2 N⇤}

Exercice 2
Soit (un)n la suite définie par

un =
nX

k=1

(�1)kp
k

a. Montrer que les suites (u2n) et (u2n+1) sont adjacentes.
b. Que peut-on dire de la convergence de la suite (un).

Exercice 3
Soient I un intervalle ouvert et f : I ! R une fonction trois fois dérivable sur I. Soient a et b deux nombres
réels appartenants à I et tel que a < b. Soit g : I ! R la fonction définie par

g(x) = f(x)� f(a)� x� a

2
(f 0(a) + f 0(x)) +K(x� a)3

où K est le nombre réel tel que g(b) = 0

1. Montrer que g est deux fois dérivable sur I, et calculer g0(x) pour tout x 2 I.

2. Montrer qu’il existe un nombre c 2]a, b[ tel que g0(c) = 0.

3. Montrer qu’il existe un nombre ✓ 2]a, b[ tel que

f(b)� f(a) =
b� a

2
(f 0(a) + f 0(b))� (b� a)3

12
f 000(✓)

Exercice 4

1. Comment la fonction h : x 7! arctanx est-t-elle définie? Déterminer sa parité? puis, montrer qu’elle est
dérivable sur R et que sa dérivée est x 7! 1

1+x2 .

2. Déterminer le developpement limité de la fonction h à l’ordre 3 au point 0.

3. Soit f la fonction à variable réelle définie par

f(x) = arctan(
x�

p
1 + x2

x+
p
1 + x2

)

(a) Donner le developpement limité de la fonction u : x 7! 1�
p
1+x

1+
p
1+x

à l’ordre 3 au point 0.

(b) Déduire le developpement asymptotique en +1 à l’ordre 6 de la fonction v : x 7!
1�

q
1+ 1

x2

1+
q

1+ 1
x2

.

(c) Donner le developpement asymptotique en +1 à l’ordre 6 de la fonction f .

(d) Déduire le developpement asymptotique en �1 à l’ordre 6 de la fonction f .
(on rappelle que : arctanX + arctan 1

X = �⇡
2 , 8X < 0).

(e) Déterminer les équations des asymptotes ainsi que leurs positions relatives par rapport à la courbe de
f en +1 et en �1.

Bon courage
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