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Exercice 1
Soit G un groupe d’élément neutre e tel que Vo € G, 22 = e. Montrer que G est abélien.
Solution :

Suppposons que tout carré soit égal a I’élément neutre. Alors

zy = y*aya® = y(yryz)z = y(yz)’z = yex = yz.

Autre méthode : Soit -,y € G. En utilisant le fait que pour tout z € Gona z? = 1,ie. z = 271,

on en déduit que
vy = (ey) =yl =y

et GG est abélien.

Exercice 2

Soient (G, *) un groupe et H,, Hy deux sous-groupes de G. On suppose que H; U Hz est un sous-
groupe de G. Montrer que Hy C Hs ou Hy C H;.

Solution :

Raisonnons par I’absurde et supposons que H; ¢_ Hs et Ho ¢_ H;. Alors, il existe 1 € Hj,
x1 ¢ Hs etil existe xo € Ho, x9 ¢ Hy. Comme Hy U Hs est un sous-groupe, x1 * 2o € Hy U Ho.
Sixzy *xx9 € Hy,alors x9 = x’l * (z1 * xg) € Hy, ce qui est absurde. De méme, on parvient a une
absurdité en supposant x1 x xo € Hs. D ol le résultat.

Exercice 3 Soit G un groupe. Montrer que les parties suivantes sont des sous-groupes de G :
1. Z(G) ={x € G |Vy € G,zy = yz} (Z(G) s’appelle le centre de G).
2. aHa ' = {aha™' | h € H} ot a € G et H est un sous-groupe de G.

Solution :

1. 15 est élément de Z(G) car 1gy = ylg = y pour tout y € G. Soient x1,z2 € Z(G).
Alors, pour tout y € G, on a x1x2y = 1 (22y) = (x1y) T2 = Y172 €t donc x1xo €
Z(G). Enfin, si z € Z(G), alors pour tout y € G,

TY = Yyr — xyx_l =y = yx_l = m_ly.
On en déduit que ! € Z(G) qui est donc un sous-groupe de G.

2. Puisque H est un sous-groupe de G, 1 € H etdonc alga™! € aHa™'. Mais alga™" =

lgetdonc 1g € aHa™'. soient = aha™! ety = ah’/a™' deux éléments de aHa ' avec
donc h,h' € H. Onazy~ ! = ahafl(ah’afl)fl = aha™(ah'"ta™!) = ahh/~la™! €
aHa~ ! puisque hh'~! € H. aHa~! est donc bien un sous-groupe de G.



Exercice 4

Soit (G, -) un groupe fini et A, B deux sous-groupes de G. On note AB = {ab;a € A,b € B}.
Montrer que AB est un sous-groupe de G si et seulement si AB = BA.

Solution :

(=) Supposons que AB est un sous-groupe de GG et montrons que AB = BA. Soitx € AB. Alors
x~! € AB etdonc 2! = ab pour certains a € A et b € B. Par passage a I’inverse, on obtient :
r=>b"ta"! € BA.
De méme, siy = ba € BA, alorsy~' =a~'b~! € ABetdoncy = (y~!)~! € AB.
(«<=) Supposons que AB = BA et montrons que AB est un sous-groupe de G.
— Puisque A et B sont deux sous-groupes de G, alors 1o € Aetlg € Betdonc g =
lalg € AB.
— Soitx = ab € ABety = a't/ € AB. Alors, xy = aba’b’. Or, ba’ € BA = AB et donc
ba' = a"V" avec @’ € Aetd” € B. On en déduit que : vy = aa”’b"'l € AB.
— Soitz =ab € AB. Alors,z~ ' =b"!a"! € BA= AB.

Exercice 5

Soit G un groupe multiplicatif et f | f :

Montrer que f est un morphisme de groupes si et seulement si G est abélien.
Solution :

G @ N
L—1 une application.

(=) Supposons que f est un morphisme de groupes. Pour tous x,y € G, on a
zy=fla)fly ) =faly =@y ) =y

et G est abélien.
(<) Réciproquement, supposons que G est abélien. Soit z,y € G. On a

flay) = (zy) =y e =a7ly ! = fa)f(y)

et donc f est un morphisme de groupes.

Exercice 6 (Groupe des automorphismes intérieurs)
— G

Soit (G, x) un groupe et a € G. On note ¢, | s Ak T kG

1 -

1. Montrer que (, est un morphisme de groupes.

2. Montrer que ¢, est bijectif et déterminer (pq) "

L’ensemble A = {¢,, a € G}, muni de la loi de composition, est un groupe (on a d’ailleurs
Ya © ©y = Pap), appelé groupe des automorphismes intérieurs de G.

Solution : Laissé au lecteur

Exercice 7
Trouver tous les morphismes de groupes de (Q, +) dans (Z, +).
Solution :

Soit f un morphisme de groupes de (Q, +) dans (Z, +). Im(f) est un sous-groupe de Z et donc
Im(f) = nZ pour un certain n € N. Supposons que n > 1. Soit z un antécédant de n. On obtient
alors : 2f(3) = f(x) = netdonc § = f(5) € nZ, ce qui est absurde. On a donc n = 0 et f est
nul.



Exercice 8 (Congruence modulo un sous-groupe et théoréme de Lagrange)
Soient GG un groupe et H un sous-groupe de GG. On appelle relation de congruence a droite modulo
H sur G larelation définie pour tous x,y € H par:

TRy < xy ' e H.
1. Montrer que la relation R est une relation d’équivalence sur G. On note H\G I’ensemble
quotient associé, et on 1’appelle I’ensemble des classes a droites modulo H.

2. Montrer que H\G = {Hzx | z € G}.

3. Montrer que Card(Hz) = Card(H). (On rappelle que deux ensembles A et B ont le
méme cardinal s’il existe une bijection f : A — B).

4. Supposons que G est fini. En déduire que le cardinal de H divise le cardinal de G.

Solution :

l. — zRxcarzx™ ' =1g € H.
— SizRy,alors xy~' € H,d’ot (zy~ ')~ = yz~! € H, donc yRux.
— SizRyetyRz, alors 2271 = (zy~!)(y2~') € H, donc 2R z.

2. Montrons que H\G = {Hz | x € G}, ouI’on a noté H\G ’ensemble quotient : G/R =
{Z|r € G}. Soitz € G. Pour tout y € G, ona:

yeT <Ry <y e H
s3dheH:zy t=h
s3dheH:y t=z"'h
o3dheH:y=hla
& ye He

Donc: H\G = {z|zr € G} = {Hz | v € G}.
s H— Hzx
h+— hz.
— (@, est injective : Soit hy, hy € H tel que ¢, (h1) = @ (h2). alors hix = hex et en
multipliant & droite par 2!, on obtient : b1 = hs.
— (o, est surjective : Soit y € Hx. Par définition de Hzx, il existe h € H telque y = hx =
@z (h). D’ou @, est bijective et donc Card(Hz) = Card(H).

3. Montrons que Card(Hz) = Card(H ). Soitx € G et considérons I’application

4. Supposons que G est fini. Montrons que Card(H ) divise Card(G). Les classes d’équiva-
lences forment une partition de GG, donc s’il y a k classes, alors Card(G) = k Card(H).
En effet,

Card(G) = )  Card(z)= » Card(Hz)
zeG/R zeG/R

= ) Card(H)

ZeG/R
= Card(H) Z 1
z€G/R
= Card(H) Card(G/R).

D’ou le résultat.



Exercice 9 (Anneau de Boole)
Soit A un anneau tel que tout élément de A soit idempotent (i.e. Vo € A, 22 = ).

1. Siz € A montrer que 2z = 0. Montrer que A est commutatif.

2. Montrer que si x,y € A alors zy(z + y) = 0. Que dire si A est integre ?

Solution :

1. Soit x € A. Alors (22)? = 2z donc 42% = 2, ce qui entraine 4z = 2x et donc 2z = 0.
Ce qui s’écrit encore x = —.
Montrons que A est commutatif. Soit z,y € A, alors z + y € A. Ainsi, par définition de
A, on obtient (z + y)? = x + yetdonc 2> + 2y +yr +y? = 2 +y = 22 + 32 D’oly,
xy + yr = 0 et donc xy = —yxr = yzx. Ce qui montre que A est commutatif.

2. Soit x,y € A, alors zy(z + y) = zyr + xy? = 2%y + zy? = 22y = 0.
Sopposons que A est integre. Alors A a au plus deux éléments. En effet, sinon il existe
x,y € A distincts et différents de 0. Donc (z + y) # 0 (car sinon x = —y = y) et A étant
integre xy(x + y) # 0, absurde.

Exercice 10 (Eléments nilpotents d’un anneau)
Soit A un anneau. Un élément a de A est dit nilpotent si et seulement s’il existe n € N* tel que
a™ = 0.

1. Soit (a,b) € A%. Montrer que, si a est nilpotent et si ab = ba, alors ab est nilpotent.

2. Soit a € A nilpotent. Montrer que 1 — a est inversible dans A et exprimer (1 — a)~!.

3. Soit (a,b) € A2. Montrer que, si a et b sont nilpotents et ab = ba, alors a + b est nilpotent.

Solution : Laissé au lecteur.

Exercice 11 (Anneau des entiers de Gauss)

On pose Z[i] = {a+ib | a,b € Z}.
1. Montrer que Z[i] est un sous-anneau de (C, +, x).
2. Donner ses éléments inversibles.

Z[i] est appelé I’anneau des entiers de Gauss.
Solution :

1. Onal=1+0xiddonc 1 € Z[i]. Soient z; et z3 dans Z[i]. Il existe a1, b1, as et by dans Z
tels que 21 = ay + @by et 29 = ag + ibo. On a alors

21 — k9 = (a1 — ag) + i(bl — bg) et 2129 = (a1a2 — blbg) + i(albg + agbl)

et comme aj — ag,b; — by, ajas — biby et a1be + agb; appartiennent a Z, z; — zo € 7Z]i]
et z1z2 € Z[i].

2. Soit z = a +ib € Z[i]*, ou a,b € Z. Alors, il existe 2’ = a’ + b’ € Z[i] tel que zz' = 1.
Donc |z|%|2/|? = 1. Or, comme 2, 2’ € Z]i], alors |z|?,|2/|> € N. Ainsi : |2]? = |/]? = 1.
Donc a? + b? = 1 et puisque a, b € Z, alors

a?=1letb® =0
ou
a?=0eth? =1



etdonc z € {—1,1,4,—i}. D’ou Z[i|* C {-1,1,i, —i}.
Inversement, il est facile de vérifier que {—1,1,4, —i} C Z[i]*. D’ou I’égalité Z[i]* =
{-1,1,i,—i}.

Exercice 12
Soient (K, +,-) et (L, +, -) deux corps et soit f : K — L un morphisme d’anneaux.

1. Montrer que si z € K \ {Ox}, alors f(z) est inversible et déterminer son inverse.

2. En déduire qu’un morphisme de corps est injectif.

Solution :

1. Soit z € K \ {Ox}. Alorson a z - =1 = 1. On applique f a cette identité, et en
utilisant que f est un morphisme d’anneaux, on trouve f(z) - f (z7') = 1. Ainsi, f(z)
est inversible, d’inverse f (z71).

2. 1I suffit de démontrer que le noyau de f est réduit a Ox. Mais si f(z) = 0, alors = ¢
K \ {0k} d’apres la question précédente, et donc z = 0.

Exercice 13
Montrer que tout anneau integre et fini est un corps.
Solution :

A —

—
anneau integre et a est non nul, pour tous x,y € A, on a

Soit @ € A non nul. L’application f, | - est injective. En effet, puisque A est un

folx)=foly) = ax=ay —= ar—ay=0=a(z —y) =0=x =y.

Et comme A est un ensemble fini, toute injection de A dans A est une bijection. Ainsi f, est
bijective. Soit b € A I’antécédent de 1 par f,. Alors : ab = f,(b) = 1.

On a montré que pout tout ¢ € A non nul, 3b € A tel que ab = 1. De plus, comme A est
integre, alors on aussi ba = 1 et donc b est I’inverse de a. En effet, puisque ab = 1, alors :
a(ba — 1) = a(ba) —a = (ab)Ja—a=1xa—a=a—a=0.0ra # 0 et A est integre, donc
ba —1 =0, 1i.e, ba = 1. D’ou le résultat.

Exercice 14
Soit d € N tel que v/d ¢ Q. On note :

QVd] = {a+bVd| (a,b) € Q*}.
Montrer que (Q[v/d], 4, x) est un corps.
Solution :

On va montrer qu’il s’agit d’un sous-corps de (R, +, x). Remarquons d’abord que Q[v/d] C R
et que 1 € Q[vd)]. soient z,y € Q[/d]. On les écrit z = a + bv/d ety = o’ + V'/d avec
a,a’,b,b/ € Q. Alors :
r—y= (a—a/) + (b—b/)\/g
Ty = (aa/ + dbb/) + (ab/ + a/b) Vd

ce qui prouve que * — y et xy € Q[\/&] D’autre part, si  # 0, on peut multiplier numérateur et
dénominateur par la quantité conjugée a — bv/d et 1’on obtient

1 1 a—bvd a b
i — — - d d
r aq4+b/d a?—b3d a?—-0b*d a?— b2d\f < Q[\f}
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et donc % € Q[\/&] Remarquons qu’il était possible de multiplier par la quantité conjuguée qui est
non nulle car \/& ¢ Q. D’ou le résultat.

Exercice 15 (Endomorphisme du corps R)
On veut montrer que le seul endomorphisme du corps R est I’identité. Soit f : R — R un mor-
phisme de corps (ou d’anneaux).

1. Montrer que pour tout z € Q, on a f(x) = .
2. Montrer que pour tout z € R*, ona f(x) € RT.
3. Montrer que f est croissante.

4. Conclure.

Solution :
1. Puisque f est un morphisme d’anneaux, alors f(1)=1etVn € Z, f(n) = f(n.1) = nf(l) =
n.
Soit z = % € Q,oup e Zetqe N*. D’apres ce qui précede, on a: p = f(p) = f(qzr) =
qf(z). Donc f(z) = £ = z.
2. Soitz € RT.Ona f(z) = f((\f) ) (f
3. soit z,y € R tel que z < y. Comme y
fy— ) = f(y) — f(x) > 0. Donc f( )

4. Soit z € R. 1l existe deux suites (7, )nen, (S

e RT.

)?
> 0, alors d’apres la question (2) on a :
).
eN

(V)

—x
< f(y). Ce qui montre que f est croissante.
2 )nen € QN convergentes vers z telles que :
E(10™z)
10m

E(10"z) 1

VneN, r, = o +W’

<z < sy =
ol E(-) désigne la fonction partie entiére.

En utilisant le fait que f est croissante, alors : Vn € N, f(r,) =1, < f(z) < f(sp) = Sn.
Les suites extrémités convergent vers x et donc f(z) = x. Ainsi le seul endomorphisme
d’anneaux de R dans R est I’identité.
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Exercice 1
1. Déterminer le reste R de la division euclidienne de P € K[X] par B=X —aoua € K.
2. Déterminer de deux manieres le reste 12 de la division euclidienne d’un polynéme P €
K[X]par B= (X —a)?ouacK.
Solution :

1. La division euclidienne de P par X — A s’écrit :
P=(X-MNQ+R (D

pour certains (Q, R) € K[X]? avec : deg(R) < 1, donc en fait R est un polyndme constant.
Evaluons (1) en A pour obtenir : P(A\) = (A — X\)Q(N\) + R(\) = R.

2. — Premiére méthode : En effectuant la division euclidienne de P par (X — a)?, il existe
Q€K X]etR=aX+8cKi[X]telsque P = (X —a)?Q +aX + 3. On en déduit,
aprés évaluation en a, que P(a) = aa + (3. De plus,

P =2X-a)Q+ (X —a)’Q +a
et donc, apres évaluation en a, on obtient : « = P/(a). D’ou :
R = P'(a)X + P(a) — aP'(a) = P(a) + (X — a)P'(a).

— Deuxieme méthode : D’apres la formule de Taylor en a, pour n = deg(P) (on peut
supposer n > 2 carsinon ) = 0et R = P) :

~ PO n pkE) (g
P= Z P k!( )(X—a)k — P(a)"‘Pl(a)(X—a)—i—(X—a)zZ P k!( )(X—a)k_2.
k=0

k=2

Par unicité dans la division euclidienne, on en déduit que R = P(a) + P'(a)(X — a).

Exercice 2
Pour n € N, on pose P, = X™ — 1. Effectuer la division euclidienne de P, par P,.

Solution :
Soit (m,n) € N2, La division euclidienne de n par m s’écrit n = gm + r ou (q,7) € N? et
0<r<m.Ainsi: X" — 1= X" _ 1 etdonc

X"l = X XN X 1= XT((X) 1) X7 -1

- XT(l FXT 4 (X™)2 44 (Xm)q—l)(Xm 1)+ X7 -1
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Puisque deg(X" — 1) <r <msir > 1deg(X" —1) =retsir =0,deg(X" —1) = —o0), la
division euclidienne est achevée. Le quotient est Q = X" <1 + XM+ (X2 -+ (Xm)qfl)
etleresteest R = X" — 1.

Exercice 3
1. Déterminer les polyndmes P de K[X] vérifiant: P(X + 1) = P(X).
2. Déterminer les polyndmes P de K[X] vérifiant : P(X?) = (X2 4+ 1) x P (%).

Solution :

1. Raisonnons par analyse-synthése. Soit P un tel polynéme et posons @) = P — P(0). On
prouve sans peine que Q(X + 1) = Q(X) et Q(0) = 0. On en déduit par une récurrence
immédiate que Vn € N,Q(n) = 0. Le polyndme ) admet donc une infinité de racines :
@ = 0 et donc P est constant. Réciproquement, il est clair qu'un polyndme P constant
vérifie P(X + 1) = P(X).

2. Raisonnons par analyse-synthése. Tout d’abord, remarquons que le polyndme nul verifie
bien (x). Supposons qu’il existe un polyndme non nul vérifiant (). Alors, en calculant le
degré de chaque membre, on trouve : 2deg P = 2 + deg P. D’ou : deg P = 2. Ainsi,
s’il existe un polyndme non nul vérifant (x), alors deg P = 2. Réciproquement, soit P =
aX? +bX + ¢, avec a,b,c € Ket a # 0 (seuls ces polyndmes peuvent étre solutions de
(%)). Alors, P(X?) = aX?+bX?+cet (1+X?)x P = aX*+bX?+(c+a)X*+bX +c.
Ainsi,

P vérifie (%) < aX?4+0X? +c=aX' +0X3+ (c+a) X2 +bX +¢

) A b =0 4 b =0
c+a =b c =-a

& P=aX?>—a avec a#0.

Conclusion : Les polyndme qui vérifient (%) sont les polyndmes P = aX? —a avec a € K.
(11 ne faut pas oublier que le polyndme nul est solution de (x)).

Exercice 4

1. Quel est le reste de la division euclidienne du polyndme A = X" + X + b, n € N* par
B=(X—a)’oua,becR.

2. Trouver a et b réels tel que le polyndme P = X3 + aX + b admette le nombre z = 1 + i
comme racine.

3. Soit n € N, n > 2. On considére le polyndme P défini par P = aX"*! + X" + 1,
Déterminer les réels a et 3 pour que P soit divisible par (X — 1)2.

4. Déterminer n € N pour que le polyndme (X + 1)2*+!1 4+ X27+2 goit divisible par le
polynome X2 + X + 1.

5. Soient m,n et p € N. Montrer que le polyndme X3™ 4 X37+1 1 X3P+2 divisible par
X2+ X +1

Solution : Déja fait durant la séance du cours.



Exercice 5
Déterminer la décomposition en produit de facteurs irréductibles sur R du polyndme

P=(X+1)"-X"-1

sachant que j est une racine multiple de P.

Solution :

On a P(j) = 0. De méme, on vérifie que P’(j) = 0. En revanche, P”(j) = 42 # 0. Ainsi,
le nombre complexe j est une racine de P de multiplicité 2. Puisque P € R[X], j = j2 en est
également une racine de multiplicité 2. De plus, les nombres 0 et —1 sont des racines évidentes de
P. Le polyndme P est donc divisible par

Q=XX+1)X—)) X -7 =XX+D(X2+ X +1)>

D’autre part, en appliquant la formule du Bindme, on obtient :

]~

P=> CixF-Xx"-1=> Cix".

6
0 k=1

b
Il

P est donc de degré 6. Comme deg P = deg Q = 6 et P|Q, alors P = \QQ avec \ € R.
Finalement, puisque () est unitaire, alors A = dom P = C% = 7 et donc :

P=7X(X+1)(X*+X +1)%

Exercice 6
On considére le polyndme P = X° — 1.

1. Décomposer P dans C[X].
2. En déduire les racines de Q = X* + X3 + X2 + X + 1 dans C.
3. Décomposer ) dans R[X].

27 4

4. En déduire la valeur de 1 = cos(%") et 72 = cos(F").

Solution :

1. Cherchons les racines de P dans C, c-a-d les nombres complexes z tels que 2° — 1 = 0. On
a:
P-1=0s22"=1
@z:ei%?ﬂ’ ke{0,---,4}.

-2k

D’ot, dans C[X]: P = HéZO(X —e'5 ).
2. Ona: X% —1= (X —1)Q.De plus, d’aprés la question 1, on a :

4
X 1= (x - 1) [J(x —&5).
k=1



Ainsi, apres simplification :

4
=J]Jx - .
k=1
D’ot, les racines de Q dans C sont :
-, 45
3. Dans (C[ Jbona:Q = [[i_, (X — ¢ iZgE ). Or ¢ % ete!s sont conjugués ainsi que e’ T

ete!s . Donc, dans R[X],ona:

27 - 81 41 671'

Q=(X—e7)(X —e)(X —e5)(X—e'7)
2w a7
= (X% —2cos(— z )X +1)(X? - 2cos(— 5 )X +1).
» En général, pour trouver la factorisation d’un polynéme dans R[X] en produit de poly-
ndmes irréductibles sur R a partir de sa factorisation en produit de polyndmes irréductibles

sur C, on regroupe les racines non réelles du polyndme par paires de conjugués (a, a) afin
d’obtenir un polyndme a coefficients réels (X — a)(X — a) = X2 — 2Re(a)X + |a|?.

4. Posons 1 = cos(ZE) et ro = cos(%Z). D’aprés la question précédente, on a :

Q= (X?—2rX +1)(X? - 20X +1)
= X1 (=21 = 2r2) X° 4 (24 4r1m2) X2+ (=21 — 272) X + 1.

Deux polyndmes sont égaux si et seulement si ils ont les mémes coefficients et donc :

{—2?”1 — 27“2 =1 {7"1 +1ry = —% (*)
-~ 1
4

2+ 4riro =1 179 = — (Q)
(%) donne : 75 = —% — ry. Ensuite, en injectant ’expression de 72 dans (#), on trouve :
1 1
2
r{ +—-r——-=0.
Pty
Donc :
e e 4 S Bl
Ty YT
Comme 0 < Z* < 5. alors ry = cos(?’r) > 0.Donc r; = 1?/5 et par suite 7o = *11\/5.
Exercice 7
Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions rationnelles F' suivantes :
X5
1- X4—1 .
2 X
XX+ (X3
Solution :
1. — Recherche de la partie entiere : Commencons par chercher la partie entiere de Xf—:,

ce qui revient a chercher le quotient de la division euclidienne de X® par X% — 1. Cette
division s’écrit : X% = X (X% — 1) + X, donc X est la partie entiére cherchée.
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— Forme de la décomposition en éléments simples : Pour obtenir la forme de la DES
de la fraction ' dans C(X), on commence par factoriser le dénominateur X% — 1 en
produit de facteurs irréductibles dans C[X]. Or, dans C[X],on a:

X' 1=(X - 1)(X +1)(X —4)(X +1).
Du coup, la décomposition en éléments simples de % est:

X5 X° a b c d

X4_1:(X—l)(X+1)(X—i)(X+i)_ *

=X
+X—1+X+1+X—i+X+i’

ol a, b, c,d € C sont a déterminer.
— Prise en compte de I'imparité : On a :

a L b & c i d
-X-1 -X+1 —-X-i¢ -X+1i
a b c d

- X )
+X+1+X—1+X—|—i+X—z'

F(X)=-F(-X)=—| - X+

Ceci est une "nouvelle" décomposition de F' en éléments simples. Une telle décompo-
sition étant unique, nous obtenons par identification des coefficients : b = a et ¢ = d.
— Calcul de a : Multiplions % par X —1:

X5
(X +1)(X2+ 1)

b c d
:X(X—1)+a+(X—1)[XH+Xﬂ,+X+J,

puis évaluons en 1, pour obtenir : a = i.

— Calcul de c : Multiplions % par X — ¢ :
XS

(X2 -1)(X +14)

) ) a b d
:X(X—Z)Jchr(X—z){X_l+X+1+X+J,

puis évaluons en ¢, pour obtenir : ¢ = —i.
— Conclusion : Finalement, on obtient :
X5 1

X x4l
X4 -1 +4X

1 N 1 1 1 }
-1 X+1 X-i X+l

. — Recherche de la partie entiére : Comme deg F' < 0, la partie entiere est nulle.

— Forme de la décomposition en éléments simples : Pour obtenir la forme de la DES

de la fraction F' dans C(X ), on commence par factoriser le dénominateur (X2 + X +
1)(X + 1)3 en produit de facteurs irréductibles dans C[X]. Or, dans C[X],on a :

(X2 + X +1)(X +1)2 = (X —j)(X —5H)(X +1)3

Du coup, la décomposition cherchée s’écrit donc :

X X
(X24+ X +1)(X+1)3 (X — )X —52)(X+1)3

_a i b . c . d 4 e
X X—j2 (X+1P (X412 X+1

*

oua,b,c,d,e € C sont a déterminer.
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— Utilisation de la conjugaison : Conjuguons % :
a_ . b L_c d L@
X—-j2 X—-j5 (X+1¥ (X+1?2 X+1

F(X)=F(X)=

Ceci est une "nouvelle" décomposition de F' en éléments simples. Une telle décompo-
sition étant unique, nous obtenons par identification des coefficients : b = a.

— Calcul de a : Multiplions % par X —7, puis évaluons en j pour obtenir : ¢ = W =
%.

— Calcul de ¢ : Multiplions % par (X -+ 1)3, puis évaluons en —1, pour obtenir : ¢ = —1.

— Utilisation du comportement en oo : Pour calculer d et e, nous ne pouvons plus mul-
tiplier par (X + 1)2 et (X + 1) respectivement puis évaluer en —1, car le membre de
gauche aura alors un pdle en —1. Pour trouver des équations faisant intervenir d et e,
une solution consiste a multiplier par une puissance de X, a évaluer ensuite en z € R
quelconque, puis a faire tendre x vers oc.
Ici, multiplions ¥ par X :

X? aX bX cX dX eX

(CrX+ DX +1P X—j X T (X410 T (X412 X110
puis évaluonsenz € R\ {—1}:
x? ar bz cx dx ex

(2 +x+1)(z+1)3 :x—j+x—j2+(x+1)3+(:v+1)2+x+1’

et enfin faisons tendre x vers 400 pour obtenir : 0 = a + b + e. Par conséquent :
e=—-a—b=—-a—a=—2Re(a) = 1.
» Remarque : Il n’est pas correct de "faire tendre X vers oo" car X est un polynome
et non un nombre.

— Calcul de d : Nous ne pouvons pas utiliser la technique précédente pour calculer d, car
nous devrions pour cela multiplier par X2, et certains termes a droite auraient alors une
limite infinie. Evaluons simplement v en O, pour obtenir : 0 = _% + _L]? +c+d+e.

J g
— Conclusion : Finalement, on obtient :

Ainsi,sachantquea:%:d:(@—i-%)—c—e:—c—e:O.

X :L( i 7 >_ 1 N 1
(X24+X+1)(X+1)2 V3B\X—-j X-—j2 (X+1)3  X+1

Exercice 8
Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions rationnelles F’ suivantes :

1 X+3
C X)X
D, G
- XX

3 e

Solution :

1. — Forme de la décomposition en éléments simples : La partie entiere est nulle, donc pour
certains a,b,c € R :

X+3 _ a n b n c *
(X +1)2(X+2) (X+1)?2 X+1 X+2
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— Calcul de @ : On multiplie % par (X + 1)2 puis on évalue en —1 pour obtenir : a = 2.

— Calcul de ¢ : On recommence. On multiplie % par X + 2 puis on évalue en —2 pour
obtenir: ¢ = 1.

— Calcul de b : On ne peut malheureusement pas reproduire le raisonnement précédent
pour calculer b. Multiplier % par X -+ 1 puis évaluer en —1 nous conduirait en effet a
diviser par 0 2 cause du terme (X + 1)2. Cependant, plusieurs approches sont envisa-
geables, AU CHOIX :

— On peut multiplier % par X puis passer a la limite en +oo pour obtenir : 0 =
0+b+c,donc: b = —c = —1. On obtient généralement ainsi une équation simple
et agréable.

— On peut évaluer % en un point, par exemple en 0 pour obtenir : % =a+b+3,ce
qui donne aussi : b = —1. Les équations qu’on obtient en évaluant en un point sont
souvent un peu plus compliquées que celles qu’on obtient en passant a la limite en
+00.

— Conclusion : Finalement, on obtient :

X+3 2 1 N 1
X +2

(X +12(X+2) (X412 X+1
. — Partie entiere : La division euclidienne de X* par (X + 3)(X? + X + 3) s’écrit :
X' = (X +£3)(X?+ X +3)(X —4) +10X% + 15X + 36,

donc la partie entiere cherchée vaut X — 4.
— Forme de la décomposition en éléments simples : Pour certains a,b,c € R :

)& a bX + ¢

=X -4 .
(X13)(X2+ X +3) Y3t xrix+3

En tenant compte de la division euclidienne calculée juste avant, on peut aussi dire que :

10X?2+15X+36 «a L WX e
(X+3)(X2+X+3) X+3 X2+X+3

*.

» 1l est toujours plus facile de calculer les coefficients d’une décomposition en éléments
simples quand la partie entiere est nulle.

— Calcul de a : On multiplie % par X + 3 puis on évalue en —3 pour obtenir : ¢ = 9.

— Calcul de b : On multiplie % par X puis on passe a la limite en +oco pour obtenir :
10 =a+betdoncb =1.

— Calcul de ¢ : On peut évaluer s par exemple en 0 pour obtenir : 4 = § + 5 et donc :
c=12—a=3.

— Conclusion : Finalement, on obtient :

X4 x4l Y, X+3
(X +3)(X2+ X +3) X+3 X2+X+3

. — Forme de la décomposition en éléments simples : La partie enticre est nulle, donc pour
certains a,b,c € R :

1 B a n b +cX+d *
(X -12(X2+4) (X-12 X-1 X244 7
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— Calcul de a : On multiplie % par (X — 1)2 puis on évalue en 1 pour obtenir : a = %

— Calcul de cet d : Le polyndme X2 + 4 admet 2i et —2i pour racines. On multiplie J

par X2 + 4 puis on évalue en 2i pour obtenir : 2ic + d = (2i—11)2 = _31_4Z. = 73;54".

Or ¢ et d sont des REELS, donc par identification des parties réelles et imaginaires :
c= 2% etd = —23—5.

— Calcul de b : On multiplie % par X puis on passe a la limite en +oco pour obtenir :

=b+4cetdoncb=—c= —%.

— Conclusion : Finalement, on obtient :

1 1 2 2X -3

(X —1)2(X24+4) 5(X-1)2 25(X —1) + 25(X2 +4)

Exercice 9
Soit P = X® 4+ X6 +2X5 4+ 2X3 + X? + 1.
1. Vérifier que —1 et —7 sont des racines de P. Déterminer leur ordre de multiplicité.

2. Décomposer P en produit de facteurs irréductibles dans C[X] et R[X].

3. Soit G = M. Décomposer G en éléments simples dans R(.X).

Solution :

1. On vérifie que P(—1) = P/(—1) = 0et P”(—1) = 20 # 0. Donc, —1 est une racine de P
de multiplicité égale a 2. De plus,ona: P(—j) = P'(—j) =0et P"(—j) =2+ 185 # 0.
Donc, —j est une racine de P de multiplicité égale a 2.

2. D’apres la question 1, on a P est divisible par (X + 1)?(X + 5)2. Or, comme P € R[X] et
— 7 est une racine de P de multiplicité 2, alors —j2 est aussi racine de P de multiplicité 2.
Ainsi, P est divisible par

Q= (X+ 1)2(X+j)2(X+j2)2 = (X + 1)2(X2 —X—|—1)2 — X6 4 2X3 4+ 1.
En effectuant la division euclidienne de P par (), on obtient :
P=(X?+1)(X%+2X3+1).

D’ol, dans R[X] :
P=(X?+1)(X+1)*(X? - X + 1)

et dans C[X] :
P=(X+9)(X—i)(X+1)*(X+5)*X + 722

. _(X2=X+1)? 1
3. Soit G = P - XD (X+1)2"

— Recherche de la partie entiere : Comme deg G < 0, alors la partie entiere est nulle.
— Forme de la décomposition en éléments simple dans R(X) : La décomposition cher-
chée s’écrit :

a b cX +d
G pu—
(X +1)2 +X+1 +X2+1 (%)
ol a, b, c,d € R sont a déterminer.
— Calcul de o : On multiplie % par (X + 1)? puis on évalue en —1, pour obtenir : @ =

N[ =
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— Calcul de cet d : Le polyndme X2 + 1 admet 4 et —i pour racines. On multiplie ¥ par

X2 + 1 puis on évalue en i, pour obtenir : ¢i + d = ﬁ = % = —%. Or, c et d sont
des réels, donc par identification des parties réelles et imaginaires : ¢ = —% etd =0.
— Calcul de b : On évalue par exemple % en O pour obtenir : @ + b + d = 1 et par suite
b=1.
2
— Conclusion : Dans R(X),on a:
1 1 1 1 1 X

G=: - — - .
(X112 2X+41 2XZ41

Exercice 10
1. Soitn € N, n > 2. Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction (mise sous
forme irréductible) F;,, = % ou P est un polyndme de degré < n — 1.
2. Application : Utiliser le résultat précédent pour décomposer dans C(X') puis R(X) la frac-

S D ¢
tion: G = 5.

Solution :

1. Comme deg F}, < 0, la partie entiere est nulle. Pour trouver la forme de la décomposition
en éléments simple de F;, dans C(X'), on commence d’abord par factoriser le dénominateur
dans C[X]. Or, on sait que dans C[X] :

n—1

Xm—1=[X-=),

k=0

R 2ikm
ouz,:=e » .Donc: F, =

= % et la décomposition cherchée s’écrit donc :
szo (X —2)

ou les A\ € C sont a déterminer. Posons () = X™ — 1. Alors, d’apres le cours, on a :

P(z P
g = Q’((ZI;)) = m(kﬁ)l = 12,P(2). Donc :
1 2k P(z1)
Fo==
" kz—o X —z

2. Application : On a

X2 2\
G = —
X3 _1 ZX—zk’
k=0

2ikm

e s ,ke{0,1,2}. D’ou, dans C(X) :

feb)
<
[¢)]
o
>
ol
|
Wl
N
W
|
Wl
Q
o
™
ol
|

1/3 1r 1 1 1
G = 71.7:—[ tv sty

Pour obtenir la décomposition en éléments simples dans R(X ), on regroupe les fractions
conjuguées que 1’on réduit au méme dénominateur, pour obtenir finalement :

1 1 1 2X+1

G=- — .
3X—1+3X2+X+1
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Exercice 11

1. Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction : F' = HX)Q(W
2. En déduire la somme : S,, = 22:1 m.
Solution :
1. — Calcul de la partie entiere : Comme deg F' < 0, la partie entiere est nulle.

— Factorisation irréductible dans R[X| du dénominateur : On a, dans R[X] :

X4+ X2 +1=Xx*+2Xx%2+1- Xx?
:(X2+1)2_X2

= (X2+ X+ 1D)(X2-X+1).
— X
Done F' = o xajco—x+1)-
— Forme de la décomposition en éléments simples dans R(X) : La décomposition cher-
chée s’écrit :

P aX +b n cX +d *
X244 X410 X2-X+1 '

— On calcule a et b en multipliant % par X2 + X + 1, puis en évaluons en j. On obtient :
a=0etb= —%.
— On calcule c et d en multipliant v par X2 — X + 1, puis en évaluons en —j;. On obtient :
c=0etd=1.
2

Finalement,

e 1 1 +1 1
2 X24 X 41 2X2-X+41°

2. D’apres le résultat de la question précédente, on a :

P 11 11
1+p>+p! 2p2—p+1 2p>+p+1

Ainsi :

n

1-” 1
Sy = - 7}

3 8

I

—_

1 - 1
(p—f—l)?—(p—i-l)-l—l_;pz—i-p-i-l}
n

1r 1
=5_§p T Xt

n—1 n—1

i 1 1 1
= -1+ _ —
21 ;p2+p+1 pZ:po—i-p—l—l n?+n+1

71
= O

1 1 1 n’+n
2 n“+n+1 2n+n+1
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Corrigé de la série de Travaux-Dirigés :
Espaces vectoriels et applications linéaires

Exercice 1
Soient F' et G deux s.e.v d’'un K-espace vectoriel £. Si F' U G est un s.e.v de F, montrer que
FcCcGouGCF.

Solution :

Raisonnons par I’absurde et supposons que F' ¢ G et G ¢ F, de sorte qu’il existe z € F, z ¢ G,
etilexistey € G,y ¢ F.Le vecteur z + y estdans les.e.v FUG,doncx +y € Foux +y € G.
Supposons par exemple = + y € F. Comme F estuns.evetquez € F,ona (z+y) —x € F,
c’est-a-dire y € F, ce qui est absurde. D’ou le résultat.

Exercice 2
Soient I et G les sous-espaces vectoriels de R* définis par :

F ={(a,b,c,d) €ER*|b—2c+d=0}
G ={(a,bc,d) €R*|a=d et b=2c}.

Donner une base de F, de G et de F' N G. En déduire que F + G = R*.

Solution :
— Commencons par chercher une famille génératrice de F'. On a :

F ={(a,b,c,d) €R* | b= 2c—d}
={(a,2¢—d,c,d) | a,c,d € R}
={a(1,0,0,0) + ¢(0,2,1,0) + d(0,—1,0,1) | a,c,d € R}

ul u2 u3

—N—— N ———
= Vect ((1707070)7 (07 27 170)7 (07 _17 07 1))

La famille B = (uj,u2,us) est donc une famille génératrice de F'. On vérifie aisément
qu’elle est libre. C’est donc une base de F'.
— Pour G,ona:

G ={(a,bc,d) €R*|a=d et b=2c}
={(d,2¢,¢,d) | ¢,d € R}
={c(0,2,1,0) +d(1,0,0,1) € R* | ¢,d € R}
= Vect(u}, uj),
ou:uj = (0,2,1,0) et uf, = (1,0,0,1). Donc, la famille B’ = (u},u)) est donc une

famille génératrice de G. Comme ) et uf ne sont pas colinéaires, alors 8’ est libre. C’est
donc une base de G.
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— Pour F'N G, on écrit :

a =d
(a,b,c,d) e FNG<= (¢ b =2c
d =-b+2c=0

Ainsi :
FNG={(a,bec,d eR|a=d,b=2c et d=0}
={(0,2¢,c,0) | c € R}

—
—{c(0,2,1,0) | c € R}
= Vect(u).
Donc F' N G est engendré par le vecteur u. De plus, comme u # Opa, alors la famille

B" = (u) est libre. C’est donc une base de F' N G.
— Tout d’abord, on a : F' + G C R*. D’autre part, d’apres la formule de Grassmann, on a :

dim(F +G) =dim F + dim G — dim(FNG) =342 — 1 =4 = dimR™.
Ainsi: F + G = R,

Exercice 3

Soient F et G les sous-espaces vectoriels suivants de R? :
F:{('Iayaz) €R3|$*y*2220}
G={(x,y,2) €ER® |z =2y =2+ 2}.

1. Déterminer la dimension de F', puis la dimension de G.

2. Calculer F' N G. En déduire que F' et GG sont supplémentaires.

Solution :

1. — Pour déterminer la dimension de F', commencons par chercher une base de F'. On a :

F={(z,y,2) eR’ | 2 =y + 22}
={(y+22,9,2) |y, €R}
={y(1,1,0) + 2(2,0,1) | y, 2 € R}
= Vect(u1, u2),

ot :u; = (1,1,0) et ug = (2,0,1). Ainsi : (ug, uz) est une famille génératrice de F'.
De plus, comme u; et ug ne sont pas colinéaires, alors : (u1, ug) est libre. C’est donc

une base de F' et dim F' = 2.
— PourG,ona:

G={(z,y,2) R} |z =2y =2+ 2}
={(2y,4,0) |y €R}
={y(2,1,0) |y e R}
= Vect(us),

ol : ug = (2,1,0). Ainsi : (u3) est une famille génératrice de GG. De plus, comme
ug # Ogs, alors : (ug) est libre. C’est donc une base de G et dim G = 1.
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2. Pour F' N G, on écrit :
r—y—2z =0
(r,y,2) e FNG & ( «x =2y ©r=y=2=0.
z =0
Ainsi: F NG = {Ogs}. De plus, on a:
dim F +dimG =2+ 1 = 3 = dimR>.
Dou: F® G =R3,
Exercice 4
Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R* suivants :
F={(z,y,2,t) ER* |z +y+2=0 et 2z+y+z—t=0}
G = Vect ((1, ~2,1,1), (1,2, -3,1), (5, —3, -2, 5)).
1. Calculer la dimension de F'.

2. Montrer que G C F' et conclure que G = F'.

3. Déterminer un supplémentaire de F'.

Solution :

1. On va déterminer une base de F'. Pour cela, commengons par chercher une famille généra-
trice de F':

F={(z,y,2,t) ER* |z +y+2=0 et 2z0+y+z—t=0}

{
{

(z,y,2,t) ERY | 2= -2 —y et t=ux}
(aﬁ,y,—x—y,x) ’x7y€R}

uy u2
" N

= {$ (1’()’ _1a 1) +y (07 ]-7 _170) ‘ z,y € R}
== Vect(ul,u2).

Ainsi : (u1,ug) est une famille génératrice de F'. De plus, comme u; et uz ne sont pas
colinéaires, alors (u, u2) est libre. C’est donc une base de F' eton a: dim F' = 2.

2. Comme : (1,-2,1,1),(1,2,-3,1),(5,—3,-2,5) € F,alors : G C F. Ainsi : dimG <

dim F' = 2. Or, les deux vecteurs (1, —2,1,1) et (1,2, —3, 1) ne sont pas colinéaires, alors :
: . : GCF et
< < = = g g -

2 < dimG < 2etdonc dimG = dim F = 2. En résumé : { dm G = dim F — 2.
D’ou: F =G.

3. En utilisant le théoreme de la base incompléte, on va trouver deux vecteurs us et uy de
sorte que (w1, ug2, us, uyq) soit une base de R?. Ensuite, par le théoréme de la base adaptée,
H = Vect(us,u4) sera un supplémentaire de F' dans R*. Pour cela, on peut choisir les
vecteurs ug et uyq parmi les vecteurs de la base canonique. On vérifie facilement ici que uz =

e
1 64 . .

(1,0,0,0) et ug = (0,0,0,1) convient. Donc : H = Vect(ey, e4) est un supplémentaire de
F dans R*.
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Exercice 5
On considere les deux ensembles suivants :

A={(z+y,2-y,2y) | (z,y) € R*}
B=A{(z,y,2) € R3 | 22 = yety = 32}.

1. Montrer que A et B sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Montrer que R? = A ® B.

Solution :

I. Ona:
— A = Vect ((1, 1,0), (1, -1, 2)) est un plan vectoriel.

— B = Vect ((%, 1, %)) = Vect ((3, 6, 2)) est une droite vectorielle.
2. Montrons maintenant que A et B sont supplémentaires :
— AN B = {0gs} car si on considere u € AN B, alors,

ueAeIr,y) ER? :u=(z+y,x—y,2y)

Aery) Zaou  forw =0

T—y = 6y z—Ty =0 sr=y=0

u€EB& {

Donc u = (0,0,0).

— dimA+dimB=2+1=3=dimR3
Nous avons ainsi démontré que R? = A @ B.

Exercice 6
Soit: F = {P € R3[X] | P(X +1) = P(1 — X)}. Montrer que Vect(X, X?) est un supplémen-
taire de F' dans R3[X].

Solution :
— Nous avons besoin d’abord d’une base de F. Soit P = aX? + bX? + cX + d € R3[X].
Ona:

PcFeaX+1)P+bX+1)+ce(X+1)+d=a(l-X)*+b(1—-X)*+c(1-X)+d

a = —qa
3a+b :3a+b B B
3a+2b+c =_3a—-2b—c Sa=0 et 2b+c=0.

at+b+c+d =a+b+c+d

Ce calcul montre que (1, X? — 2X) engendre F. Cette famille étant libre, c’est une base
de F'.

— Complétons-la en une base (1, X? — 2X, X, X?) de R3[X]. Par le théoréme de la base
adaptée, on en déduit que : Vect(X, X3) est UN supplémentaire de F' dans R3[X].

Exercice 7

E=Ry[X]et F={P e E|P(0)=PF(0)=P/(1) =0}.
1. Montrer que F' est un espace vectoriel, déterminer une base de F' et préciser sa dimension.
2. Montrer que G' = Vect(1, X, 1 4+ X + X?) est un supplémentaire de F' dans E.

Solution :
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1. Soit P = aX* +bX3 +cX? +dX +e € Ry[X].Ona:

e =0
PeF&P0O)=P0)=P(1)=0&< d =0
da+3b+2c+d =0

1
& P =aX"'+bX" — ~(4a+30)X? = a(X" - 2X?) + b(X3 - ng).

Donc F' = Vect (X to2x% X3 -3X 2). Cette écriture de F justifie le fait que F est un

espace vectoriel. De plus, la famille ( X* — 2X?2, X3 — %X 2) engendre F' et comme elle
est étagée en degrés, elle est libre. C’est donc une base de F' eton a : dim F' = 2.

2. Montrons que R4[X] = F & G. Comme dim F' + dim G = 5 = dim(R4[X]), il reste
simplement a montrer que F' N G = {Og|x}. Soit P € F'N G. Comme : P € G alors, il
existe a,b,c € Rtelsque: P = a+bX +¢(1+ X + X?). De plus,ona: P € Fetdonc:
P(0) = P'(0) = P'(1) =0etontrouve : a = b = 0etb+ 3¢ = 0. Ainsi : P est nul. D’ou
le résultat.

Exercice 8
On note F = RR le R-espace vectoriel de toutes les applications de R dans R et :

F={feE[f(0)=0}, A=Cp={geE|g(0)#0}.

1. Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de F. Est-ce que A est un sous-espace vectoriel
de E?

2. Montrer que, pour toute g € A, la droite vectorielle Rg est un supplémentaire de F' dans
E.

Solution :

1. — Il estclairque F' C E etque Og € F' (ou on a noté 0 1’application constante nulle de
R dans R).
— Soient f,h € Fet A €R.Ona: (Af+h)(0) =Af(0)+h(0)=X-0+0=0,donc:
Af + h € F. On conclut que F' est sous-espace vectoriel de E.
D’autre part, il est immédiat que A n’est pas un sous-espace vectoriel de E, car O ¢ A.

2. Soit g € A fixée.

— Commengons par montrer que ' N Rg = {0g}, ou encore : F' N Rg C {0g}. Soit
¢ € FNRg. Alors, p(0) = 0etil existe « € R tel que ¢ = ag. Ainsi, ag(0) =
©(0) = 0 et comme g(0) # 0 alors : & = 0 et donc : ¢ = ag = 0. Ceci montre que :
FNRg={0g}.

— On veut montrer que = = F' 4 Rg. Soit ¢ € E. Il s’agit donc de montrer que ¢ se
décompose linéairement sur F' et Rg, c-a-d qu’il existe f € F et a € R telles que :
¢ = f + ag. Raisonnons par analyse-synthese.

— Analyse : Supposons qu’une telle décomposition existe, c-a-d qu’il existe f € F
eta € Rtelles que : ¢ = f + ag. Alors : ¢(0) = f(0) + ag(0) = ag(0), donc :

o =20 puis f = o —ag = ¢ — 2.

— Synthese : Réciproquement, montrons que le couple (f, ) précédement trouvé

convient. Notons donc o = %8)) et f=p— %g. Alors,onabien: ¢ = f + ag

avec f(0) = ¢(0) — %9(0) = O etdonc f € F. Ceci montre que le couple (f, @)
convient.
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On a ainsi montré que : ' = F' 4 Rg.
Finalement : F' et Rg sont deux sous-epaces vectoriels supplémentaires dans F, ou encore :
Rg est un supplémentaire de F' dans E.

Exercice 9

Soit E = F(R,R) I’espace vectoriel des fonctions de R dans R. On note F' le sous-espace vec-
toriel des fonctions paires (i.e. f(—x) = f(x) pour tout x € R) et G le sous-espace vectoriel des
fonctions impaires (i.e. f(—z) = —f(z) pour tout x € R). Montrer que F' et G sont supplémen-
taires.

Solution :
Tout d’abord, remarquons que ' N G = {0g}. En effet, soit f € F N G. Alors,

Ve eR: f(-2) = f(z) et [f(-2)=—f(2)

Donc :
Ve eR: f(z) =0.

Ainsi: FNG C {0g} etdonc FNG = {0g}. D’autre part, soit f € E. Alors, en posant pour tout
reR:

i) = L0 = F (=)
2
on vérifie facilement que :
— f=p+i;
— p€ Fetied.

Ainsi,onabien: F = F + G. Conclusion: £ = F & G.

Exercice 10
Soit £ = R3. On note B = (ey, e2, e3) la base canonique de E et u I’endomorphisme de F défini
par:
u(er) = —2e1 +2e3, wu(ez) =3ex et wu(ez) = —4dey + 4es.
1. Soit (z,y, z) un vecteur de E. Calculer u(z,y, 2).
2. Déterminer une base de Ker u.

3. Déterminer une base de Im u.

4. Montrer que E = Keru & Im u.

Solution :

1. Soit (z,y,z) € E.Ona: (z,y,z) = ze; +yes + zes et donc par linéarité de u, on obtient :

u(z,y,z) = u(xer + yea + zes) = zu(er) + yu(es) + zu(es)
= x(—2e;1 + 2e3) + 3yes + z(—4ey + 4e3)
= (—2z — 42,3y, 2z + 42).
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2. Ona:

Keru ={(z,y,2) € £ | u(z,y,2) =0g}
={(z,y,2) e E| 2xr—42=0,3y=0 et 2xr+4z=0}
={(z,y,2) € E|z=-2z et y=0}
={(-22,0,2) | z € R}

Donc la famille (w) engendre Ker u. De plus, comme w # O, alors la famille (w) est
libre. C’est donc une base de Ker u.

Remarque : Ker u n’est pas réduit a {Og } et donc I’endomorphisme wu n’est pas injectif. Par
ailleurs, comme v est un endomorphisme de 1’espace vectoriel de dimenion finie £ = R3,
il n’est pas non plus surjectif.

. Onalmu = Vect (u(el),u(eQ),u(eg)). Ainsi, la famille G = (u(el),u(eg),u(eg)>

engendre Im u. Or, d’apres le théoreme du rang, on sait que dimImwu = 3 —1 = 2. Du
coup, il suffit d’extraire de G une famille libre a deux éléments. On vérifie immédiatement

que (u(el), ’U,(€2)> est une telle famille. C’est donc une base de Im .
Par le théoreme de la base adaptée, il suffit de montrer que la famille obtenue par conca-

ténation d’une base de Keru et d’une base de Im u constitue une base de FE. Soit alors
B = ((—2, 0,1),(-2,0,2), (0,3, O)) une telle famille. On vérifie facilement que c’est une

famille libre et donc une base de E. D’ou : E = Ker u ® Im u.

Exercice 11
Soit E = R3[X]. Soit u I’application de F dans E définie par :

1.

uw(P)=P+(1-X)P.

Montrer que u est un endomorphisme de FE.

2. Déterminer une base de Im w.

3.

Déterminer une base de Ker u.

4. Montrer que £ = Ker u & Im u.

Solution :

1.

Remarquons d’abord que si P € F, u(P) est bien un polyndéme de degré inférieur ou égal
a 3, et donc u envoie bien E dans E. Montrons ensuite que u est linéaire. Soit P, () € E et
A€eR,ona:

uAP+Q) = (AWP+Q)+(1-X)AP+Q)
= AP+Q+(1-X)AP' +Q")

= AP+ -X)P)+ (Q+0-X)Q)
= u(P) +u(Q).

u est donc bien linéaire.
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2. Puisque (1, X, X2, X3) est une base de F, alors on sait que :
Im(u) = Vect <u(1),u(X), u(XQ),u(X?’)).
Comme : u(1) =1, u(X) =1, u(X?) = —X? + 2X, u(X3) = —2X3 + 3X?, alors :

Vect (u(l), u(X), u(X2),u(X3)> — Vect (u(1), u(X2),u(X3)>,

c-a-d que (u(l), w(X?), u(X 3)) est une famille génératrice de Im(u). De plus, c’est une
famille qui est échelonnée en degré et donc c’est une famille libre.
Ceci montre que (u(l), u(X?), u(X3)> est une base de Im(u).

3. Soit P =aX3+bX?+cX+d€ E.Ona:

u(P) = —2aX3 + (3a — b)) X% 4+ 2bX + c + d.

Ainsi :
—2a = 0 a = 0
u(P)=0 < o — o T . - ¢
c+d = 0 d = —c
Donc,

Ker(u) = {P=aX? +bX?*+cX +d € F |u(P) =0g}
={c(X —-1)|ceR}
= Vect(X —1).
Ainsi, la famille (X — 1) engendre Ker(u). On en déduit donc que (X — 1) est une base de
Ker(u).

4. La concaténation des bases de Im(u) et Ker(u) trouvées précédemment est (1, —X?2 +
2X,-2X343X2% X —1). Ces polyndmes sont tous de degrés différents. Ils forment donc
une base de . Ceci montre que : £ = Keru & Im .

Exercice 12
Soient E et I’ deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et v et v deux applications linéaires
de E dans F. Montrer que : |rgu — rgv| < rg(u +v) < rgu + rgo.

Solution :
Par définition, on a : rg(u + v) = dim Im(u + v). Or :

Im(u +v) = {u(z) + v(z),z € E} C {u(z) + v(z), (z,2') € E*} = Imu + Imv.
Donc :

rg(u +v) < dim(Imwu + Imwv)
=dim(Imu) + dim(Imv) — dim(Imu N Imv) (formule de Grassmann)
< dim(Imu) + dim(Im v)
=rgu—+rgv.
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D’ou:
Vu,v € L(E,F) :rg(u+v) <rgu-+rgo.

D’autre part, puisque Im(—v) = Imwv, on a:
rgu =rg(u+v—v) <rg(u+v)+rg(—v) =rg(u+v) + rgo,

etdoncrgu—rgv < rg(u+uv). En échangeant les roles de u et v, on aaussi : rg v—rgu < rg(u+wv)
et finalement :
Vu,v € L(E,F) : |rgu —rgv| < rg(u+ v).

On conclut que :

Vu,v € L(E,F) : |rgu —rgv| <rg(u+v) <rgu+rgo.

Exercice 13
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie vérifiant : rg(f?) = rg f.
1. Etablir que : Im(f?) = Im f et Ker(f?) = Ker f.

2. Montrer que les espaces Im f et Ker f sont supplémentaires dans F.

Solution :

1. Tout d’abord, on va montrer que Im(f?) C Im f et Ker f C Ker(f?) et on conclut en
transformant ces inclusions en égalités par un argument de dimension.

— Soity € Im(f?). Alors, ilexiste z € Etel quey = f*(x). Ainsi:y = f(f(z)) = f(a)
avec a = f(x) € E et par suite y € Im f. D’ott I'inclusion Im(f?) C Im f. De plus,
I’hypothese rg(f?) = rg f fournit I’égalité des dimensions et donc : Im(f2) = Im f.

— Soitx € Ker f. Alors : f(x) = Og etdonc : f2(z) = f(0r) = Og. Ainsi, z € Ker(f?)
et on obtient I’inclusion : Ker f C Ker(f?). De plus, la formule du rang appliquée a f
et f2 donne :

dim F =dimKer f +rg f et

dim E = dim Ker(f?) + rg(f?).
Comme rg(f?) = rg f, on en déduit que : dim Ker f = dim Ker(f?). On conclut que :
Ker f = Ker(f?).

2. 11 suffit de vérifier que Im f et Ker f sont en somme directe et conclure avec un argument
de dimension. Soit z € Ker f N Im f. Comme x € Ker f, alors f(z) = Og. De plus, on a
z € Im f etil existe donc a € E tel que z = f(a). Onaalors : f(f(a)) = f(z) = 0p et
donc a € Ker(f?) = Ker f. Donc : x = f(a) = Op. Ainsi, les espaces Im f et Ker f sont
en somme directe. De plus, la formule du rang donne :

dim F = dim Ker f 4+ dim Im f.
Ce qui permet de conclure que les espaces Im f et Ker f sont supplémentaires dans E.

Exercice 14
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie. Montrer que :

Ker f = Im f & (f2:o et dimE:Qrgf).
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Solution :
On raisonne par double implication.
(=) Supposons Ker f = Im f. Pour tout z € E, f(x) € Imf = Ker f et par conséquent :

f <f(x) = 0g. Ainsi f? = 0. D’autre part, la formule du rang nous donne :
dimF =dimKer f +rg f =2rg f.

(<) Supposons f2 = 0etdim E = 2rg f. D’une part, on a Im f C Ker f. En effet, soit y € Im f.
Il existe alors = € E tel que y = f(x) et donc f(y) = f(f(x)) = 0g.D’ou y € Ker f. D’autre

part, la formule du rang nous donne : 2rg f = dim £ = dimKer f + rg f et donc : dim Im f =
dim Ker f. Par inculsion et égalité des dimensions, on peut conclure que : Im f = Ker f.

Exercice 15
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel F tel qu’il existe n > 1 verifiant f* = 0 et

f7~1 = 0. Montrer qu’il existe « € E tel que la famille (ac, f(z),-- ,f”fl(x)> soit libre.

Solution :
Puisque "1 # 0, alors il existe 2 € E tel que f"~!(x) # 0. Montrons que la famille

(o, f@)e 7 @)

est libre. Pour cela, raisonnons par 1’absurde et supposons que la famille (:L‘, fx), -, f"_l(x)>
n’est pas libre. Ainsi, ils existent g, - - - , A,—1 non tous nuls tels que
Nz + -+ A1 [P z) =0 (4).

Soit p = min{0 < k <n — 1| A\x # 0}. En composant 4 par f*~'~P, on obtient :
P (P @) 4 A T @) = 0T (@) =0, car [T =0,%) = n.

Comme f"~1(z) # 0, on en déduit alors que : A, = 0. Contradiction.
D’ou, la famille (:B, flx),--- ,f"‘l(x)) est libre.

Exercice 16
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F'). Soit G un supplémentaire de Ker f dans
E. Montrer que G et Im f sont isomorphes.

Solution :
On définit I’application :
g=fig: G—Imf
z— g(z) = f(2).
Alors :

— g est linéaire de G dans Im f. c’est une conséquence directe du fait que f est linéaire.
— g estinjective. En effet, on a

Kerg={z € G|g(x) = f(x) =0p} = GNKer f.
Comme G et Ker f sont en somme directe, ona: GNKer f = {0g}. D’ott Kerg = {0g}

et g est injective.
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— g est surjective. En effet, soit y € Im f, disons : y = f(x) pour un certain z € . Comme
E =G+ Ker f, alors : = u + v pour certains u € G etv € Ker f,donc : y = f(z) =
f(u)+ flv) = f(u) + 0p = f(u) = g(u) avec u € G, ce qui prouve bien que g est
surjective.
Ainsi, g définit un isomorphisme de G sur Im f.
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Université Moulay Ismail A. U. 2020/2021
Faculté des Sciences et Techniques - Errachidia Filiere MIP (S1), Module M112
Département de Mathématiques Responsable : PROF. JAWAD SALHI

Examen d’Algebre 1 : Corrigé (partiel)
Session normale
Durée : 1h 15 min

N.B : Il sera tenu compte dans 1’appréciation des copies de la rigueur de votre raisonnement, de la
clarté de la rédaction et du soin apporté a la présentation de votre copie.

Exercice 1: (5 points)

Soit G un groupe multiplicatif et f | f :

Montrer que f est un morphisme de groupes si et seulement si G est abélien.

G L
,—1 une application.

Solution :
(=) Supposons que f est un morphisme de groupes. Pour tous z,y € G, on a

ay=fla ) fy ) =fy =@y H =y

et GG est abélien.
(<) Réciproquement, supposons que G est abélien. Soit z,y € G. On a

flay)=(@y) =y la =27y = f(2)f(v)

et donc f est un morphisme de groupes.

Exercice 2 : (5 points)

1. Déterminer la décomposition en produit de facteurs irréductibles sur R du polyndme
P=X"-1.

1
X(X+1)(X+2)

2. Décomposer en éléments simples dans R(X') la fraction rationnelle

Solution :
1. Cherchons les racines de P dans C, c-a-d les nombres complexes = tels que z” —1 = 0. On
a:

T -1=0e22"=1

2km

sz=e"7, ke{0,---,6}.
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D’ou, dans C[X] :

P =[x - ).

2 ;127 . j4m ;10w S i i8r
Ore'7 ete' 7 sontconjugués, e'7 ete' 7 sont conjugués ainsi que e* 7 et e’ 7 . Donc,
par regroupement des racines non réelles du polynome P par paires de conjugués, dans
R[X],ona:

-127 47 -107 . - 81

P=(X-1)(X —eT)(X - T)X - eT)X - 7T)(X —eT)X—eT)

:(XglﬂXQ—ZmM%5X+JﬂXQ—2@%%5X+JKXQ—2mﬂ%5X+J)

1
XX +1D)(X+2)
— Recherche de la partie entiere : Comme deg F' < 0, alors la partie entiére est nulle.
— Forme de la décomposition en éléments simple dans R(X) : La décomposition cher-
chée s’écrit :

Soit F' =

a b c
F=—
X+X+1+X+2 (%)

ol a, b, c € R sont a déterminer.
— Calcul de a : On multiplie % par X puis on évalue en 0, pour obtenir : @ =
— Calcul de b : On multiplie % par X + 1 puis on évalue en —1, pour obtenir : b = —
— Calcul de ¢ : On multiplie % par X + 2 puis on évalue en —2, pour obtenir : ¢ = %
— Conclusion : Dans R(X),on a:

N[ =

1.

3 1 3
o2 .
X X+1 X412

Exercice 3: (10 points)
Soit E = R3. On note B = (e1, e2, e3) la base canonique de E et u I’endomorphisme de E défini

par :

A T o

u(er) = —2e1 + 2e3, wu(ez) =3es et wu(ez) = —4dey + 4es.
Soit (x,y, z) un vecteur de E. Montrer que u(x,y, z) = (—2x — 4z, 3y, 2z + 4z).
Déterminer une base de Ker u.
En déduire le rang de .
Etudier I’injectivité et la surjectivité de w.
Déterminer une base de Im wu.

Montrer que £ = Keru & Im w.

Solution :

1.

Soit (z,y,z) € E.Ona: (x,y, z) = zej +yea + zes et donc par linéarité de u, on obtient :

u(z,y, 2) = u(zer + yea + ze3) = zu(e1) + yu(ez) + zu(es)
= x(—2e1 + 2e3) + 3yes + z(—4e; + 4e3)
= (—2x — 42,3y, 2z + 4z).
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2. Ona:

Keru ={(z,y,2) € £ | u(z,y,2) =0g}
={(z,y,2) e E| 2xr—42=0,3y=0 et 2xr+4z=0}
={(z,y,2) € E|z=-2z et y=0}
={(-22,0,2) | z € R}

Donc la famille (w) engendre Ker u. De plus, comme w # O, alors la famille (w) est
libre. C’est donc une base de Ker u.

3. D’apres le théoreme du rang, on a :
dim F = dim ker u + rg u.

Or, d’apres la question précédente, on sait que dimkeruw = letdonc:rgu =3 — 1= 2.

4. Comme Kerwu n’est pas réduit a {Og} alors ’endomorphisme u n’est pas injectif. Par
ailleurs, comme  est un endomorphisme de I’espace vectoriel de dimenion finie £ = R3,
il n’est pas non plus surjectif.

5. Onalmu = Vect (u(el), u(ez), u(63)>. De plus, on remarque que u(e3) = 2u(ep). Du
coup, Imu = Vect (u(el), u(eg)>. Ainsi la famille C := (u(el), u(eg)> engendre Im wu et
de plus on a Card C = 2 = dim Im u. C’est donc une base de Im w.

6. Par le théoréme de la base adaptée, il suffit de montrer que la famille obtenue par conca-
ténation d’une base de Ker u et d’une base de Im u constitue une base de F. Soit alors
B = ((—2,0, 1),(—2,0,2),(0,3, 0)) une telle famille. On vérifie facilement que c’est
une famille libre et donc une base de £. D’ou : E = Ker u & Im u.
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Université Moulay Ismail A. U. 2020/2021
Faculté des Sciences et Techniques - Errachidia Filiere MIP (S1), Module M112
Département de Mathématiques Responsable : PROF. JAWAD SALHI

Examen d’Algebre 1 : Corrigé (partiel)
Session de rattrapage
Durée : 1h

N.B : Il sera tenu compte dans 1’appréciation des copies de la rigueur de votre raisonnement, de la
clarté de la rédaction et du soin apporté a la présentation de votre copie.

Exercice 1: (6 points)

Soit G un groupe noté multiplicativement. Pour a € G, on note 7, 1’application de G vers G définie

par: 7,(z) = axa”l.

1. Montrer que 7, est un morphisme du groupe GG vers lui méme.
2. Vérifier que 7, o T, = T4 pour tous a et b dans G.

3. Montrer que 7, est bijective et exprimer son application réciproque.

Solution :
1. Soit z,y € G. On a par associativité :

1

Ta(#)7a(y) = (awa™")(aya™") = ax(a”'a)ya™

= azya~! = 7,(zy).

L’application 7, est donc un morphisme du groupe G vers lui-méme.

2. On vérifie I’égalité de deux applications en constatant celle-ci en tout point. Pour tout = €
G,ona:

(Ta 0 ) (x) = 7o (bzb™ 1) = a(bzb™Ya™ = (ab)z(ab) ™! = 74 (z).

On adonc : 7,07y = Typ-

3. On peut montrer que 7, est bijective en étudiant injectivité et surjectivité, ou en résolvant
I’équation 7,(x) = y d’inconnue z. Ici, il est plus a propos de proposer un candidat pour
I’application réciproque de 7,. Pour cela, il suffit de remarquer que :

(Ta0Tg—1) =71 =1dg et (1,-107,) =7 = Ildg.
On en déduit que 7, est bijective et (7,) 71 = 7,-1.
Exercice 2 : (6 points)
1. Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans R[X] le polyndme :
P=(X’-X+12+1.

1
X(X+1)(X+2)

2. Décomposer en éléments simples dans R(X') la fraction rationnelle
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1
k+1)(k+2)

n
3. En déduire la limite de la suite (.Sy,),>1 définie par : S,, = Z ?
k=1

Solution :
l.Ona:P=(X?>-X+1+4)(X*— X +1—1i). Le discriminant A de Q est :

noté Q noté R
A=1—-4(1+14)=—-3—4i=(1-2)%
Donc les zéros de () dans C sont :

lr(-2) o 1-(-2)

2 2
D’ou: Q = (X —(1—1))(X —%). De méme (ou par conjugaison) : R = (X —(1+41i))(X +1).
D’ou :

P=(X—-1+)(X—9)(X—1—i)(X+1)
S (X -1 4+0)(X =1 — ) (X — i) (X +1)

::«X_1ﬁ+1yxﬂ+n:4X2—2X+axx2+n

et les deux trindmes obtenus sont irréductibles dans R[X].
1
XX +1)(X+2)
— Recherche de la partie entiere : Comme deg F' < 0, alors la partie entiére est nulle.
— Forme de la décomposition en éléments simple dans R(X) : La décomposition cher-
chée s’écrit :

. Soit F' =

a b c
F=—
X+X+1+X+2 ()

ol a, b, c € R sont a déterminer.
— Calcul de a : On multiplie % par X puis on évalue en 0, pour obtenir : @ = %
— Calcul de b : On multiplie % par X + 1 puis on évalue en —1, pour obtenir : b = —
— Calcul de ¢ : On multiplie % par X + 2 puis on évalue en —2, pour obtenir : ¢ = %
— Conclusion : Dans R(X),on a:

1.

3 1 3
o2 .
X X+1 X12

. En utilisant la décomposition en éléments simples précédente, on trouve :

n n n
1/2 1 1/2
Si= T Tl rrT T ke
k=1 k=1 k=1
g2 5L SR
N k k k
k=1 k=2 k=3
1 1 1 1 1/2 1/2
=+ -5 + :
2 4 2 n+1 n+1 n+2

On en déduit immédiatement que (S,,),, converge vers 1.
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Exercice 3: (8 points)
Soit £ = R3. On note B = (e, 2, 3) la base canonique de E et f I’endomorphisme de F défini
par :
f(z,y,2) = (3z,—x +y + 3z, 2).

1. Montrer que f o f = f.

2. Déterminer une base de Ker f et de Im f.

3. Vérifier que Ker f NIm f = {0p}.

4. En déduire que £ = Ker f @& Im f.

Solution :
1. Soit (z,y,%2) € E.Ona:

(f o Ny, 2) = £(fla.2)
= f(3z,—x +y+3z2,2)
= <3z, —3z+ (—z+y+3z) + 3z, z)
= (32, —l'+y+ 327 Z) = f(xaya Z)‘
Ainsi :V(z,y,2) € E:  (fo f)(z,y,2) = f(z,y,2). Dot fo f = f.(Ondit que f est
un projecteur).

2. On résout f(x,y,z) = (0,0,0) et on trouve Ker(f) = Vect((1,1,0)). Ainsi By :=
((1, 1, O)) engendre Ker(f). Comme (1,1,0) # Og, alors B; est libre. C’est donc une base
de Ker(f). De plus, Im(f) = Vect (f (e1), f (e2), f(e3)) = Vect((0,1,0),(3,3,1)).
Ainsi By := ((0, 1,0), (3,3, 1)) engendre Im(f). Comme (0,1, 0) et (3,3, 1) ne sont pas
colinéaires, alors B2 est libre. C’est donc une base de Im( f).

3. Soitu € Ker f NIm f. Alors f(u) = Og et il existe v € E tel que u = f(v). Ainsi,
flu) =0g = f(f(v)) = f2(v) o f(v) = u donc u est bien nul.
proj.
4. D’apres ce qui précede, on a :
Ker(f)NIm f = {0g} et
dim(E) = dim(Ker f) 4+ dim(Im f).

D’ou le résultat d’apres la caractérisation de la supplémentarité en dimension finie.
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