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Feuille d’exercices 1

Exercice 1

1. Soit T = (tij)1≤i,j≤n ∈ Rn ; U = (uij)1≤i,j≤n ∈ Rn deux matrices triangulaires inférieures
(respectivement supérieures). Montrer que A = TU est triangulaire inférieure (respectivement
supérieure).

2. Soit A ∈ Rn,p. On pose B = AA∗ et C = A∗A. Montrer que les matrices B et C admettent les
mêmes valeurs propres non nulles. En déduire que ρ(B) = ρ(C).

Corrigé 1

1. On a
tij = 0 si i < j et uij = 0 si i < j

Montrons que A = TU est triangulaire inférieure : aij = 0 si i < j. Soit i < j. On a

aij = (TU)ij =
n∑
k=1

tikukj =
i∑

k=1

tik︸︷︷︸
= 0

k ≤ i, j

ukj +

j∑
k=i+1

tik︸︷︷︸
= 0

i ≤ k

ukj +
n∑

k=j+1

tik︸︷︷︸
= 0

k ≥ j + 1 ≥ i

ukj = 0

2. On a A> = (TU)> = U>T> inférieure d’après 1. Alors A est supérieure.

3. Montrons que les matrices B et C admettent les mêmes valeurs propres non nulles. Remarquons
d’abord que les matrices B et C sont hermitiennes.

Soit λ 6= 0 une valeur propre de B = AA∗. Il existe alors v ∈ Cn \ {0} tel que Bv = λv, i.e.,

AA∗v = λv. (1)

D’où
A∗A(A∗v) = λA∗v

Or w = A∗v 6= 0, car sinon λv = 0 d’après (1) ce qui est impossible car λ 6= 0 et v 6= 0. Par suite,
il existe w 6= 0, A∗Aw = λw donc λ est une valeur propre de C = A∗A.

De même, on montre que toute valeur propre non nulle de C est une valeur propre de B.

Ainsi
{λ 6= 0, λ valeur propre de B} = {λ 6= 0, λ valeur propre de C}.

En déduire que ρ(B) = ρ(C). On a ρ(B) = sup
i
|λi|, λi valeur propre de B.

Premier cas ρ(B) 6= 0. Alors il est clair, d’après ce qui précède, que ρ(B) = ρ(C).

Deuxième cas ρ(B) = 0. Alors nécessairement ρ(C) = 0, car sinon il existe λ 6= 0 valeur propre
de C, qui serait aussi valeur propre de B. (ρ(B) = 0 implique que toutes les valeurs propres de
B sont nulles).



Exercice 2 Soit A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Kn,n. Pour p tel que 1 6 p 6 +∞, on notera ||A||p la norme
matricielle subordonnée à la norme vectorielle ||x||p. Montrer que

||A||1 = max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij |, ||A||∞ = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij |

Corrigé 2

1. Cas de la norme ‖ · ‖1. Soit x = (x0n . . . , xn)
> ∈ Rn. On a

‖Ax‖1 =
n∑
i=1

|(Ax)i| =
n∑
i=1

|
n∑
j=1

aijxj |

≤
n∑
i=1

n∑
j=1

|aij ||xj | =
n∑
j=1

n∑
i=1

|aij ||xj | =
n∑
j=1

|xj |
n∑
i=1

|aij |

≤ (
n∑
j=1

|xj |) max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij | = ‖x‖1 max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij |

Donc on obtient

‖A‖1 = sup
‖x‖1=1

‖Ax‖1 ≤ sup
‖x‖1=1

‖x‖ max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij | (2)

Alors

‖A‖1 ≤ max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij |

Soit maintenant j0 tel que
n∑
i=1

|aij0 | = max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij |.

On définit le vecteur x0 = (x01, . . . , x
0
j , . . . , x

0
n)
> ∈ Rn tel que

x0j =

 1 si j = j0

0 si j 6= j0

Alors on obtient

‖Ax0‖1 =
n∑
i=1

|(Ax0)i| =
n∑
i=1

|
n∑
j=1

aijx
0
j | =

n∑
i=1

|aij0x0j0 | =
n∑
i=1

|aij0 | ≤ max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij | ≤ ‖A‖1

(3)
(2) et (3) donnent

‖A‖1 = max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij |.

2. Cas de la norme ‖ · ‖∞. Soit x = (x0, . . . , xn)
> ∈ Rn. On a

‖Ax‖∞ = max
i=1,...,n

|(Ax)i| = max
i=1,...,n

|
n∑
j=1

aijxj |

≤ max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij ||xj | ≤ max
i=1,...,n

n∑
j=1

(|aij | max
j=1,...,n

|xj |) = ( max
i=1,...,n

n∑
i=1

|aij |) max
j=1,...,n

|xj |



= ( max
i=1,...,n

n∑
i=1

|aij |)‖x‖∞

Donc on obtient

‖A‖∞ = sup
‖x‖∞=1

‖Ax‖∞ ≤ sup
‖x‖∞=1

‖x‖∞ max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij | (4)

Alors

‖A‖∞ ≤ max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij |

Soit maintenant i0 tel que max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij | =
n∑
j=1

|ai0j |.

On définit le vecteur x0 = (x01, . . . , x
0
j , . . . , x

0
n)
> ∈ Rn tel que

x0j =

 1 si ai0j ≥ 0

−1 si ai0j < 0

Si ∀j ∈ {1, . . . , n}, aij = 0 c’est-à-dire si la matrice A est nulle alors ‖A‖∞ = 0. Sinon on a
‖x0‖∞ = 1 et

‖Ax0‖∞ = max
i=1,...,n

|
n∑
j=1

aijx
0
j | ≥ |

n∑
j=1

ai0jx
0
j |

= |
n∑
j=1

|ai0j || = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij |
(5)

Comme ‖x0‖∞ = 1, x0 est l’un des vecteurs de la boule unité pour la norme ‖ · ‖∞ et de l’équation
(5), on déduit que

‖A‖∞ ≥ ‖Ax0‖∞ ≥ max
i=1,...,n

n∑
j=1

|ai0j |

On conclut que

‖A‖∞ = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij |.

Exercice 3

1. Soit D = (dij)1≤i,j≤n ∈ Rn,n une matrice diagonale. Montrer que

‖D‖1 = ‖D‖∞ = ‖D‖2 = max
1≤k≤n

|dkk|

2. Soit A ∈ Rn,n et soit U, V ∈ Rn,n deux matrices orthogonales. Montrer que

‖V AU‖2 = ‖A‖2.

Corrigé 3

1. • ||D||1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|dij | = max
1≤j≤n

|djj | = ρ(D).



• ||D||∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|dij | = ||D>||1 = ||D||1 puisque D est diagonale donc symétrique.

• ||D||2 =
√
ρ(D∗D) =

√
ρ(D2) = ρ(D) = max

1≤k≤n
|dkk|.

2. Soit A ∈ Rn,n et soit U, V ∈ Rn,n deux matrices orthogonales. Alors UU> = U>U = I et
V V > = V >V = I . Montrons que ||V AU ||2 = ||A||2.
On a

||V AU ||22 = sup
x 6=0

||V AUx||2
||x||2

= sup
x 6=0

(V AUx, V AUx)

||x||22

= sup
x 6=0

(AUx, V >V AUx)

||x||22

= sup
x 6=0

(AUx,AUx)

||x||22

=
y=Ux

sup
y 6=0

(Ay,Ay)

||U−1y||22

= sup
y 6=0

||Ay||22
||y||22

car ||U−1y||2 = ||U>y||2 =
carU> unitaire

||y||2

= ||A||22

Ainsi ||V AU ||2 = ||A||2.

Exercice 4 Soit ‖.‖ une norme vectorielle de Rn et |||.||| la norme matricielle subordonnée associée.

1. Soit A ∈ Rn,n inversible et soit λ une valeur propre de A. Montrer que

|||A||| ≥ |λ| ≥ 1

|||A−1|||
.

2. Montrer que pour tout x ∈ Rn \ {0}, on a

1

|||A−1|||
≤ ||Ax||
||x||

≤ |||A|||.

Corrigé 4
1. On a

|||A||| ≡ sup
v 6=0

||Av||
||v||

≥ ||Av0||
||v0||

où v0 est un vecteur propre associé à λ : Av0 = λv0. D’où

|||A||| ≥ |λ|.

Par ailleurs, comme λ 6= 0 est une valeur propre de A alors 1
λ est une valeur propre de A−1 : il

existe w0 tel que A−1w0 =
1
λw0. Et par suite on a

|||A−1||| ≡ sup
v 6=0

||A−1v||
||v||

≥ ||A
−1w0||
||w0||

=
1

|λ|

d’où
|λ| ≥ 1

|||A−1|||
Ainsi

|||A||| ≥ |λ| ≥ 1

|||A−1|||



2. Il est clair, par définition d’une norme matricielle subordonnée, que

∀x ∈ Rn \ {0}, ||Ax||
||x||

≤ |||A|||.

Par ailleurs, on a

|||A−1||| = sup
y 6=0

||A−1y||
||y||

= =
x=A−1y

sup
x 6=0

||x||
||Ax||

D’où

|||A−1||| ≥ ||x||
||Ax||

, ∀x ∈ Rn \ {0}

Finalement on a

∀x ∈ Rn \ {0}; 1

|||A−1|||
≤ ||Ax||
||x||

.

Exercice 5 Soient A et A + δA deux matrices d’ordre n inversibles et soit ||.|| une norme matricielle
subordonnée. Montrer que

||(A+ δA)−1 −A−1||
||(A+ δA)−1||

≤ cond(A)
||δA||
||A||

.

Corrigé 5 On a

(A+ δA)−1 −A−1 = (A+ δA)−1[I − (A+ δA)A−1] = (A+ δA)−1(−δAA−1)

d’où
||(A+ δA)−1 −A−1|| ≤ ||(A+ δA)−1||||δA||||A1||

et par suite
||(A+ δA)−1 −A−1||
||(A+ δA)−1||

≤ ||δA||||A−1|| =
||A||6=0

||δA||
||A||

||A||||A−1||︸ ︷︷ ︸
cond(A)

Exercice 6 On considère les deux matrices suivantes

A =



α 0 . . . −α

0
. . . 0

...

... 0 α −α

−α . . . −α −α


, B =



β

α
−γ
α

. . . −γ
α

−γ
α

. . . −γ
α

...

... −γ
α

β

α
−γ
α

−γ
α

. . . −γ
α

γ

α


1. Calculer γ et β pour que B soit l’inverse de A.

2. Calculer le conditionnement K∞(A) en fonction de n et en calculer la limite pour n qui tend vers
l’infini.

Corrigé 6
1. Par définition, B est la matrice inverse de A si AB = BA = I . Comme

AB =



β + γ 0 . . . 0

0
. . .

...

... β + γ 0

−β + (n− 1)γ . . . −β + (n− 1)γ nγ





Il faut que 
β + γ = 1

−β + (n− 1)γ = 0

nγ = 1

ce qui donne

β =
n− 1

n
, γ =

1

n
.

2. On trouve immédiatement ||A||∞ = n|α| tandis que

||A−1||∞ =
1

|α|
max{1, 2n− 2

n
} = 2

|α|
.

On conclut que le conditionnement cond∞(A) en fonction de n est

cond∞(A) = n|α| 2
|α|

= 2n.

La matrice est donc mal conditionnée pour n grand.

Exercice 7 Soit A ∈ Rn,n la matrice donnée par

A =



4 1 0 · · · · · · 0

1 4 1
. . . . . .

...

0 1 4 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 1 4 1

0 · · · · · · 0 1 4


1. En écrivant A sous la forme A = 4(In −N) où n est à déterminer, montrer que A est inversible et

que ||A−1||∞ ≥
1

2
. En déduire un majorant de cond∞(A).

2. Soit λ une valeur propre de A. Montrer que 2 ≤ |λ| ≤ 6.

Corrigé 7 On rappelle d’abord le résultat suivant :

Théorème 1 Soit |||.||| une norme matricielle subordonnée à une norme vectorielle et A ∈ Kn,n telle que

|||A||| < 1. Alors In +A est inversible et |||(In +A)−1||| ≤ 1

1− |||A|||
.

1. A = 4(I −N), où

N =



0 −1

4
0 · · · · · · 0

−1

4
0 −1

4

. . . . . .
...

0 −1

4
0 −1

4

. . .
...

...
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . −1

4
0 −1

4

0 · · · · · · 0 −1

4
0





||N ||∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|Nij | =
1

4
+
1

4
=

1

2
< 1, d’où I−N est inversible et par suiteA est inversible.

De plus, on a

||A−1||∞ =
1

4
||(I −N)−1||∞ ≤

1

4

1

1− ||N ||∞
=

1

4

1

1− 1
2

=
1

2

Alors
||A1||∞ ≤

1

2
.

Par ailleurs, cond∞(A) = ||A||∞||A−1||∞ ≤ 1
2 ||A||∞. Or ||A||∞ = max

1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | = 6. Ainsi

cond∞(A) ≤ 3.

2. Soit λ une valeur propre de A. Montrons que 2 ≤ |λ| ≤ 6.

Soit v0 un vecteur propre associé à λ : Av0 = λv0. On a alors : 6 = ||A||∞ ≥ ||Av0||∞||v0||∞ = |λ|.
A étant inversible, alors 1

λ est une valeur propre de A−1. Soit v1 un vecteur propre associé à 1
λ . On

a
1

2
≥ ||A−1||∞ ≥

||A−1v1||∞
||v1||∞

=
1

|λ|
d’où |λ| ≥ 2. Ainsi

2 ≤ |λ| ≤ 6.


