
Université Moulay–Ismail
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Exercice 1. Soit (E, d) un espace métrique, A ⊂ E et χA, la fonction car-
actéristique définie par: χA(x) = 1 si x ∈ A et χA(x) = 0 si x 6∈ A.
Montrer que χA est continue si et seulement si A est ouverte et fermée dans
(E, d).

Exercice 2. Soient E et F deux e.t et f : E → F une application, montrer
l’équivalence des propriétés suivantes:

1. f est continue sur E.

2. Pour toute partie B de F on a: f−1
◦

(B) ⊆
◦

f̂−1(B).

3. Pour toute partie B de F on a: f−1(B) ⊂ f−1(B).

Exercice 3. Soient E et F deux e.t, F est separé, f et g deux applications
continues de E dans F .

1. Montrer que G = {x ∈ E; f(x) = g(x)} est fermé.

2. Déduire que s’il existe A ⊂ E tq: A = E et ∀x ∈ A on a: f(x) = g(x)
alors f = g.

Exercice 4. Soient E un e.t, A et B deux parties de E.

1. Montrer que A est ouverte(resp fermée) dans E ssi pour tout ouvert(resp
fermé) de A est ouvert(resp fermé) dans E.

2. Montrer que si A ⊂ B alors

(a) A
B
= A ∩B.

(b)
◦
A ⊂

◦
A

B

.

(c) Fr(A)B ⊂ Fr(A).

Exercice 5. Montrer les propriétés suivantes:



1. Dans un espace discret une partie est compact ssi elle est finie.

2. Dans un e.t separé toute union finie( resp toute intersection) de partie
compacts est compact.

3. Si (xn)n∈N est une suite d’éléments d’un e.t.E separé convergeant vers
a ∈ E, alors A = {xn, n ∈ N} ∪ {a} est compact.

4. Sachant que E est un espace compact, pour x ∈ E, E\{x} est compact ssi
x n’est pas un point d’accumulation de E.

Exercice 6. Soit E un ensemble non vide muni de deux distances d1 et d2. On
suppose que pour toute suite xn de E: xn →d1 x⇒ xn →d2 x et que (E, d1) est
compact.

1. Montrer que si F est un fermé dans (E, d2), alors F est un fermé dans
(E, d1).

2. Montrer que (E, d2) est compact.

3. Montrer que si F est un fermé dans (E, d1), alors F est un fermé dans
(E, d2).

4. Déduire que d1 et d2 définissent la même topologie sur E.

Exercice 7. Soient E un e.m et A et B deux parties non vides de E.

1. Montrer que si A est compact et B est fermé et A∩B = ∅, alors d(A,B) >
0.

2. Montrer que si A et B sont compacts, alors il existe a ∈ A, b ∈ B tq:
d(A,B) = d(a, b).

Exercice 8. Soient E un e.m complet, montrer que toute contraction f : E →
E admet un point fixe.

Exercice 9. Soit (K, d) un espace métrique compact et f : K → K une fonction
continue telle que d(f(x), f(y)) < d(x, y) si x 6= y.

1. Montrer que f a au plus un point fixe.

2. Montrer qu’il existe un élément a ∈ K tel que d(a, f(a)) ≤ d(x, f(x)) pour
tout x ∈ K.

3. Montrer que a est le point fixe de f .



4. Pour x0 ∈ K, on définit la suite (xn)n≥0 par xn+1 = f(xn), n ∈ N. Montrer
que d(xn, a)n≥0 converge vers l ≥ 0.

5. Montrer que l = 0. Conclusion?


