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Exercice 1. 1. Soient α, β ∈ R+ tq: α + β = 1. Montrer que pour tout
u, v ∈ R+, on a: uαvβ ≤ αu+ βv.

2. Montrer que pour x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn, on a:∑i=n
i=1 |xi||yi| ≤ (

∑i=n
i=1 |xi|p)

1
p .(

∑i=n
i=1 |yi|q)

1
q sachant que 1

p +
1
q = 1.

3. Déduire que x 7→ ||x||p = (
∑i=n

i=1 |xi|p)
1
p est une norme sur Rn.

Exercice 2. On rappelle que si E est un K e.v.n, A et B deux parties non vides
de E et h une partie de K, alors A+ B = {a+ b, a ∈ A, b ∈ B} et si A = {a}
on note a+B. De même hA = {λx, λ ∈ h, x ∈ A}, si h = {λ} on note λA.

1. Soient a, b ∈ E et λ ∈ K, montrer que b + λB(a, r) = B(b + λa, |λ|r) et
b+ λB′(a, r) = B′(b+ λa, |λ|r).

2. Montrer que a+B = a+B,
◦

â+ A = a+
◦
A et λA = λA.

3. Soient a ∈ E et r > 0. Montrer que B(a, r) = B′(a, r) et

◦

B̂′(a, r) =
B(a, r).

Exercice 3. Soient A et B deux parties non vides d’un e.v.n E.

1. Montrer que si A ou B est ouverte alors A+B est ouverte.

2. Montrer que si A et B sont connexes, alors A+B est connexe.

3. Montrer que si A et B sont compacts, alors A+B est compact.

4. Montrer que si A et B sont connexes par arcs, alors A × B est connexe
par arcs.

5. Déduire que si A et B sont connexes par arcs, alors A+B est connexe par
arcs.

6. Montrer que si A est convexe, alors A est connexe.



Exercice 4. Soient E , F deux R e.v.n et f : E → F une application vérifiant:
f(x + y) = f(x) + f(y) pour tout x, y ∈ E. De plus f est bornée sur la boule
unitée fermée.

1. Montrer que pour tout r ∈ Q, on a: f(rx) = rf(x).

2. Montrer que f est continue en 0.

3. Montrer que f est continue sur E.

4. Déduire que f est linéaire.

Exercice 5. Soit E un espace vectoriel normé sur C. On désigne par:
B′(0, 1) = {x ∈ E; ||x|| ≤ 1}, la boule unitée fermée de centre 0 et de rayon 1.
Soit F ⊂ E un sous espace vectoriel fermé de E. Pour x ∈ E, on pose:
d(x, F ) = inf

y∈F
||x− y||.

1. Montrer que ∀x ∈ E, on a: 0 ≤ d(x, F ) ≤ ||x||.

2. Montrer que d(x, F ) = 0⇔ x ∈ F .

3. (a) Montrer que ∀x, x′ ∈ E, λ ∈ C, y ∈ F on a:

d(λx, F ) = |λ|d(x, F ),

d(x− y, F ) = d(x, F ),

(b) Montrer que l’application x 7→ d(x, F ) est uniformément continue dans
E.

4. (a) Soit x ∈ B′(0, 1). On pose α = d(x, F ) et on suppose que α > 0, soit de
plus ε > 0. Montrer qu’il existe y ∈ F tel que: α ≤ ||x−y|| < α(1+ε).

(b) Soit x′ =
x− y
||x− y||

, montrer que d(x′, F ) >
1

1 + ε
.

5. Montrer que si F 6= E, alors sup
x∈B′(0,1)

d(x, F ) = 1.

6. Montrer que si F 6= E et E est de dimension finie, alors il existe x0 ∈
B′(0, 1) tel que d(x0, F ) = 1.
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