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Exercice 1 : Soit X = R3 l�espace topologique euclidien. Soit Y la sphère unité de R3 et

A = f(x; y; z) 2 X= x2 + y2 + z2 = 1 et z = ag;

où a 2 R avec jaj < 1.
1- Trouver une base de la topologie induite sur A.
2- A est-il fermé? Est-il ouvert dans Y ?
3- Déterminer �AY .

Exercice 2 : Soient Te la topologie euclidienne de R, Td la topologie droite engendrée par les
intervalles [a; b[, a < b dans R. Etudier la continuité des fonctions suivantes:
1-

f : (R; Te) �! (R; Td)
x �! cosx

2-
g : (R; Td) �! (R; Te)

x �! log x

x2 � 1
3-

h : (R; Te) �! (R2; Te � Td)
x �! (ex; cosx)

Exercice 3 : Soient A et B deux fermés de R, f une application continue de A �! R et g une
application continue de B �! R.
On suppose que 8x 2 A \B; f(x) = g(x), et on considère:

h : x 2 A [B �! h(x) =

(
f(x) si x 2 A
g(x) si x 2 B

1- Montrer que h est continue.
2- Montrer que le résultat " h continue" n�est plus valable si on abandonne l�hypothèse "A et
B fermés".
3- On suppose que A et B forment une partition de R. Montrer que l�une de ces parties contient
un point d�accumulation de l�autre et en déduire qu�il n�existe pas de partition de R en 2 fermés.

Exercice 4 : Soit E =
Y
i2I

Ei un produit d�espaces topologiques muni de la topologie produit.

1- Montrer que, pour tout i 2 I et tout Ai � Ei,Y
i2I

Ai =
Y
i2I

Ei , �Ai = Ei i 2 I
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2- Montrer que E est séparé si et seulement si chaque Ei est séparé.

Exercice 5 : Soit f : R �! R une application. On appelle graphe, épigraphe et hypographe
de f les parties G; G+ et G� de R2,

G = f(x; y) 2 R2=y = f(x)g;

G+ = f(x; y) 2 R2=y > f(x)g;
et

G� = f(x; y) 2 R2=y < f(x)g:
1- On suppose f continue. Montrer que G+ et G� sont des ouverts, et G un fermé de R2.
2- Déterminer G+, G�, Fr(G+) et Fr(G�).
3- On suppose le graphe G de f fermé dans R2. Peut-on en déduire que f est continue?

Exercice 6 : Soit f une application continue d�un esp. top. E dans un esp. top. F . Montrer
que
1- E est homéomorphe au graphe de f .
2- Le graphe de f est fermé dans E � F si F est séparé.
3- Si E = F alors fx 2 E=f(x) = xg est fermé si F est séparé.

Exercice 7 : (Libre) Soit (Y; TY ) un sous-espace de l�espace topologique (X; T ) et A � Y

.Véri�er que:
1- A0Y = Y \ A0.
où A0 est l�ensemble des points d�accumulation de A en tant que s.-esp. top. de Y .
2- Y \ �A � �AY .
3- FrY (A) � Y \ Fr(A).
4- Comparer �AY et �A.

Exercice 8 : (Libre) Soit f : R �! R une application d�un espace topologique E dans un
espace topologique F . Soient A etB deux parties disjointes de E. Soient fA et fB les restrictions
de f à A et B.
1- Si fA et fB sont continues, peut-on a¢ rmer que f est continue?
2- Montrer que si A et B sont des ouverts (resp. fermés) la continuité de fA et fB entraîne celle
de f .



4 A. ABBASSI

Solutions série d�exercices

Exercice 1 :
1) La base de la topologie de A est l�ensemble B suivant:

B = fBo(x; r) \ A= x 2 Rn; r > 0g:

2) a) Soit

X0 = (x0; y0; z0) 2 CAY ;

et soit

r <
jz0 � aj
2

;

alors

Bo(X0; r) \ A = ;:

En e¤et,
supposons l�inverse Bo(X0; r) \ A 6= ;, soit

w = (x; y; z) 2 Bo(X0; r) \ A;

on a

(d(w;X))2 = (x� x0)
2 + (y � y0)

2 + (z � z0)
2 <

(

z0�zz }| {
z0 � a)2

4

) (x� x0)
2 + (y � y0)

2 +
3

4
(z � z0)

2 < 0;

contradiction car X0 =2 A, c-à-d Bo(X0; r) \ A = ;
i.e.Bo(X0; r) � CAY :

Donc CAY est un ouvert, par conséquent, A est fermé de Y .

3) Supposons que �AY 6= ;, soit X0 = (x0; y0; z0) 2 �AY alors

9V ouvert dans Y tq X0 2 V � A

) 9" > 0; X0 2 B(X0; ") � A;

on prend

(x; y; z) 6= (x0; y0; a+
p
"
2
)

on a

(x; y; z) =2 A car z 6= a et (x; y; z) 2 B:

Utilisant les coordonnées sphériques 8><>:
x0 = sin' cos 

y0 = sin' sin 

z0 = cos' = a
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Soit � > 0 et X = (x; y; z) telle que8><>:
x = sin('+ �) cos 

y = sin('+ �) sin 

z = cos('+ �)

on choisit � assez petit de sorte que(
cos('+ �) 6= cos'
X 2 B(X0; ")

donc X 2 B(X0; ") \ Y mais X =2 A car z = cos('+ �) 6= a;

ce qui est absurde, donc �AY = ;

Exercice 2 :
� Montrons que f est continue au point �:
Soit w 2 V(f(�)) dans Td

9d < 0 tel que [�1; d[� w

) 9� > 0, assez petit tel que cos(� + �) = d

d�où

f(]� � �; � + �[| {z }
V

) = [�1; d[;

) 9V 2 V(�) dans Te tel que f(V ) � w;

donc f est continue au point �:
� Soit t 2 [0; �[, considérons

w = [cos(t); d[; d > 1;
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on a w 2 V(f(t)) dans Td, supposons que f est continue au point t, alors

9" > 0 assez petit tel que f(]t� "; t+ "[) � [cos(t); d[;

car si x > t avec x 2]0; �[
) cosx =2 [cos t; d[;

Absurde ) f non continue en t.
conclusion: les points de continuité de f sont les points xk = (2k + 1)�; k 2 Z.

2) Soit ]a; b[2 Te, on a
]a; b[= [n2N� [a+ 1

n
; b[| {z }

2Td

2 Td;

donc

Te � Td:
D�autre part, la fonction g est continue sur D =]0; 1[[]1;+1[ pour Te;donc pour tout O 2 Te,
g�1(O) 2 Te � Td:
En conclusion, g est continue sur D pour Td:

3) Rappelons qu�une fonction J : (F; TF ) ! (E =
Q
�2I

E�; Tproduit) est continue sur F ssi

� 2 I; J� = P� � J est continue.
Dans notre cas, la fonction

(R; Te) �! (R; Te)
x 7�! ex

est continue et la fonction
f : (R; Te) �! (R; Td)

x 7�! cosx

est continue qu�aux points xk. Donc la fonction h est continue en xk = (2k + 1)�; k 2 Z.

Exercice 3 :
1) Soit F un fermé de R,
on a

h�1(F ) = fx 2 A [B= h(x) 2 Fg
= fx 2 A= f(x) 2 Fg [ fx 2 B= g(x) 2 Fg
= f�1(F ) [ g�1(F );

on a f�1(F ) est un fermé de A car f est continue, de même pour g�1(F ) et puisque A et B
sont des fermés de R, alors g�1(F ) et f�1(F ) sont des fermés de R.
Or A[B est un fermé de R et g�1(F ) et f�1(F ) sont inclus dans A[B, donc g�1(F ) et f�1(F )
sont des fermés de A [B.
C�est-à-dire h�1(F ) est un fermé de A [B. Donc h est continue sur A [B.

2) Si on considère,

A = [�1; 0[; B = [0; 1];
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soit la fonction f dé�nie par
f : A �! R

x 7�! 1
x

la fonction g dé�nie par
g : B �! R

x 7�! x2

Alors

h(x) =

(
f(x) si x 2 A
g(x) si x 2 B

véri�e

h�1(]�1;�1]| {z }
fermé de R

) = [�1; 0[ qui n�est pas fermé de A [B.

3) Soit A et B tels que

A \B = ; et A [B = R:
Supposons par exemple 0 2 A, alors

R+ * A ou R� * A:

Supposons par exemple R+ * A

Soit

X = fx 2 R= [0; x] � Ag � R+;
on a X 6= ; car 0 2 X,
X est majoré sinon

X = R+ � A;

soit

x0 = supX:

Premier cas: x0 2 A

) 8" > 0; x0 + " =2 A
) 8" > 0; ]x0 � "; x0 + "[\B| {z }

contient x0+ "
2

6= ;

) x0 2 B0:

Deuxième cas: x0 2 B

) 8" > 0; x0 � " 2 A
) 8" > 0; ]x0 � "; x0 + "[\A| {z }

contient x0� "
2

6= ;

) x0 2 A0:
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Il reste à montrer qu�il n�existe pas de partition de R en deux fermés. Procédons par absurde
et supposons qu�il existe deux ensembles A et B de R tels que:

(�) A [B = R et A \B = ;:

D�après la question précédente, nous avons A0 \B 6= ; ou A \B0 6= ;,
supposons par exemple que A0 \B 6= ;;

A0 \B � �A \B ) �A \B 6= ;;
Donc A ne peut pas être fermé, car sinon A \B = �A \B 6= ;, ce qui sera contradictoire à (�).
D�où le résulat.

Exercice 4 :
1) Il su¢ t de montrer que Y

i2I
Ai =

Y
i2I

�Ai:

On a Y
i2I

Ai �
Y
i2I

�Ai;

en e¤et on a:
Y
i2I

Ai �
Y
i2I

�Ai donc
Y
i2I

Ai �
Y
i2I

�Ai =
Y
i2I

�Ai:

Il reste à montrer que
Y
i2I

�Ai �
Y
i2I

Ai;

soit x 2
Y
i2I

�Ai, soit O 2 TE \ VE(x), montrons que

O \
Y
i2I

Ai 6= ;:

Puisque O 2 TE ) 9J � I avec J �ni et 9Uj 2 TEj pour j 2 J tel que

O =
Y
j2J

Uj �
Y
i2InJ

Ei:

On a

O \
Y
i2I

Ai =

0@Y
j2J

Uj �
Y
i2InJ

Ei

1A \Y
i2I

Ai

=
Y
j2J
(Uj \ Aj)�

Y
i2InJ

Ai;

or

8j 2 J; xj 2 �Aj ) Uj \ Aj 6= ;
)

Y
j2J
(Uj \ Aj) 6= ;

donc
x 2

Y
i2I

Ai:

2) Supposons que chaque Ei est séparé,
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soit x 6= y dans E

) 9i0 2 I tel que Pi0(x) 6= Pi0(y):

Comme Ei0 est séparé, donc il existe deux ouverts disjoints U et V de Ei0 tels que

Pi0(x) � U et Pi0(y) � V:

Alors P�1i0 (U) et P
�1
i0
(V ) sont deux ouverts disjoints de E contenant respectivement x et y,

donc E est séparé.
Réciproquement, supposons que E est séparé,
soit

a = (ai)i2I 2 E =
Y
i2I

Ei

pour tout j 2 I, Ej est homéomorphe à Ej �
Y
i2I
i6=j

ai qui est séparé comme sous-ensemble de E

séparé, donc Ej est séparé 8j 2 I.

Exercice 5 :
1) Les fonctions f1 et f2 ci-dessous sont continues

f1 : R� R �! R� R
(x; y) 7�! (f(x); y)

f2 : R� R �! R
(t; s) 7�! s� t

Considérons la fonction
 : R� R �! R

(x; y) 7�! y � f(x)

la fonction  est continue comme composée de deux fonctions continues

 = f2 � f1:

Nous avons

G = f(x; y) 2 R2=y = f(x)g
=  �1(f0g)
) G est fermé de R2.

et

G+ = f(x; y) 2 R2=y > f(x)g
=  �1(]0;+1[);

G� = f(x; y) 2 R2=y < f(x)g
=  �1(]�1; 0[);

donc G+ et G� sont ouverts de R2.
2) On montre que Fr(G+) = G = Fr(G�) et que �G+ = G+ [G et �G� = G� [G
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3)Considérons par exemple la fonction

f(x) =

(
0 si x = 0
1
x
si x 6= 0

f n�est pas continue en 0, son graphe G est

G = f(x; y) 2 R� � R�=xy = 1g [ f(0; 0)g| {z }
fermé car R2 séparé

;

qui est fermé comme réunion de deux fermés.

Exercice 6 : la fonction f : E ! F continue, notons par G le graphe de f .
1) Soit  une application dé�nie par:

 : E �! G

x 7�! (x; f(x))

*  est bien dé�nie, surjective par construction
*  est également injective car pour x; y de E tel que (x; f(x)) = (y; f(y))) x = y.
*  est continue car ses composantes id et f sont continues.
* Continuité de  �1:
Soit O 2 TE, montrons que  (O) 2 TG induite sur G,

 (O) = f(x; f(x)= x 2 Og
= G \ ( O � F| {z }

ouvert de E�F

)

)  (O) 2 TG
On conclut que  est un homéomorphisme.
2) Montrons que Gcest un ouvert.
Soit (x; y) 2 Gc, alors f(x) 6= y

F est séparé
) 9U 2 TF \ V(y); 9V 2 TF \ V(f(x)) tel que U \ V = ;;

d�où
f�1(V )� U| {z }

ouvert

2 V(x; y) avec f�1(V )� U � Gc;

car

8(x; y) 2 f�1(V )� U; f(x) 6= y:

3) Si E = F séparé, alors
P = fx 2 E=f(x) = xg est fermé

car l�application
' : E �! E � F

x 7�! (x; f(x))

étant continue, alors
'�1(G \�) = P est fermé,
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où
� = f(x; x); x 2 Eg,

est un fermé de E � E.


