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Exercice 1 : Soit E un espace localement compact et F � E.
1- Montrer que F est fermé ssi F \K est fermé pour tout compact K de E.
2- Montrer que l�intersection de deux sous-espaces localement compacts est un sous-espace
localement compact.

Exercice 2 : SoitX un espace topologique compact et P : X �! X=R la surjection canonique.
Montrer que X=R est séparé ssi P est fermée.

Exercice 3 : Soit X un espace séparé, A et B deux compacts disjoints de X. Montrer que A
et B possèdent deux voisinages disjoints.

Exercice 4 : (Libre) Applications "Parfaites"
Soit X et Y deux espaces topologiques et p : X �! Y une application.
1- Montrer que si p est fermée alors, pour tout S � Y et pour tout U contenant p�1(S), il
existe un ouvert V contenant S tel que p�1(V ) � U .
2- Montrer que si p est fermée, continue et surjective alors Y est normal si X est normal.
3- Si en plus chaque �bre p�1(y) (y 2 Y . Une �bre est l�image réciproque d�un point) et
compacte. Montrer, alors que Y est séparé (resp. régulier) si X est séparé (resp. régulier).
Une application qui véri�e ces conditions est dite parfaite.

Exercice 5 : Soient X un esp. top. séparé, (Yi)i2I une famille d�espaces topologiques et
f : X �!

Y
i2I
Yi une application surjective.

Montrer que si les composantes de f sont parfaites alors il en est de même pour f .

Exercice 6 : Compacti�é d�Alexandro¤
Soient (E;O) un espace localement compact et w =2 E. Soit E 0 = E [ fwg. On considère
O0 � P(E 0), telle que:

O0 = ffwg [ CKE , K compact de Eg [ O:

1- Montrer que:
a- O0 dé�nit une topologie sur E 0, et que O est la topologie induite par O0 sur E.
b- (E 0;O0) est séparé et compact.
E 0 est appelé le compacti�é d�Alexandro¤ de E.
2- Soient E 01 et E

0
2 deux compacti�és d�Alexandro¤de E. Montrer que E

0
1 et E

0
2 sont isomorphes.

Exercice 7 : (Libre) Espace dénombrable à l�in�ni
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Soit E un espace localement compact. Soit ~E = E [ fwg le compacti�é d�Alexandro¤ de E.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) E est réunion d�une famille dénombrable de compacts.
(ii) Il existe une suite (Kn)n�0 de compacts tels que pour tout n � 0 on ait Kn � �Kn+1 et
E =

[
n�0

Kn.

(iii) Dans ~E le point w admet une base dénombrable de voisinages.
Un espace qui véri�e ces conditions est dit dénombrable à l�in�ni.
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Solutions série d�exercices

Exercice 1 :
1) Si F est fermé alors pour tout compact K; F \K est aussi fermé
Réciproquement, soit x 2 CFE , x admet un voisinage compact Vx car E est localement compact.
F \ Vx est un fermé de E et F \ Vx � Vx qui est compact, donc F \ Vx est également compact,
or x =2 F \Vx, donc puisque fxg et F \Vx sont disjoints, alors ils sont topologiquement disjoints.
L�espace E est localement compact, donc il est régulier, ie 9V 2 V(x) tq V \ (F \ Vx) = ;

) F \ (V \ Vx| {z }
2V(x)

) = ;;

par suite x =2 �F

2) Utilisez la dé�nition.

Exercice 2 :
Soit F un fermé de X alors F est compact car X est compact.
La surjection P est continue et X=R séparé, donc P (F ) est un compact de X=R, par suite
P (F ) est un fermé de X=R
donc P est une application fermée.
Réciproquement, supposons que P est fermée, et montrons que X=R est séparé:
Soit P (x) et P (y) 2 X=R, avec P (x) 6= P (y):
Donc S1 = fP (x)g et S2 = fP (y)g sont fermées dans X=R car P fermée et fxg et fyg fermés
dans X:
La continuité de l�application P entraîne que P�1(S1) et P�1(S2) sont fermés de X compact,
donc P�1(S1) et P�1(S2) sont compacts.
Or P�1(S1) \ P�1(S2) = ;, donc (voir exercice 3) il existe deux ouverts disjoints U1 et U2 tels
que

P�1(Si) � Ui; i = 1; 2
donc (voir exercice 4) il existe deux ouverts V1 et V2 tels que(

Si � Vi; i = 1; 2
P�1(Vi) � Ui; i = 1; 2

D�où
V1 \ V2 = ;:

Exercice 3 :
A et B sont deux compacts disjoints
1er cas: A = fxg
pour tout y 2 B; x 6= y:
Comme X est séparé, alors 9Vy ouvert 2 V(x); 9V 0y ouvert 2 V(y) tel que

Vy \ V 0y = ;:

Par suite
B � [y2BV 0y :
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Or B est compact, alors 9y1; y2:::; yn tel que

B � [ni=1V 0yi :

Soit
V = \ni=1Vyi et V 0 = [ni=1V 0yi

V est un ouvert 2 V(x) et V 0 est un ouvert 2 V(B) et on a V \ V 0 = ;:
2ème cas: A compact quelconque et B compact
Soit x 2 A, donc x =2 B, d�après ce qui précède: 9Vx ouvert 2 V(x) et V 0x est un ouvert 2 V(B)
et on a Vx \ V 0x = ;:
On a

A � [x2AVx:
Or A est compact, alors 9x1; x2:::; xm tel que

A � [mi=1Vxi| {z }
V

;

et soit
V 0 = \mi=1V 0xi

donc V ouvert 2 V(A) et V 0 est un ouvert 2 V(B) et on a V \ V 0 = ;:

Exercice 5 : Soient X un esp. top. séparé, (Yi)i2I une famille d�espaces topologiques et
f : X �!

Y
i2I
Yi une application surjective.

Montrer que si les composantes de f sont parfaites alors il en est de même pour f .

Soit y = (yi)i2I 2
Y
i2I
Yi, on a

f�1(y) = fx 2 X= f(x) = yg
= fx 2 X= fi(x) = yi; i 2 Ig
= \i2If�1i (yi)

et \i2If�1i (yi) est compact car fi est parfaite,
donc f�1(y) est compact.
Montrons que f est fermé, ie montrons que pour tout fermé F on a

f(F ) � f(F )

par contraposée,
Soit y 2

Y
i2I
Yi tel que y =2 f(F ), montrons que

y =2 f(F ):

Le compact K = f�1(y) véri�e
K \ F = ;

or
K = \i2IKi où Ki = f

�1
i (yi);

soit i0 2 I tel que ki = Ki \Ki0 \ F � Ki0
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Ki0 compact donc il existe J �ni dans I tq

\j2Jkj = ;

ie

(\j2JKj) \ F \Ki0 = ;
où encore

\j2J0Kj \ F = ; où J0 = J [ fi0g
\j2J0Kj � CFX = w ouvert.
Il faut montrer que 8i 2 J0; 9Uj ouvert contenant Kj tel que \Uj � w.

Exercice 6 :
1) a) � L�ensemble vide et l�ensemble E 0 sont des éléments de O0

�� Soit (Ai)i2I ; I quelconque, une suite d�éléments de O0

il existe une suite de compacts (Ki)i2I telle que

8i 2 I; Ai = fwg [ CKi
E

) [i2IAi = fwg [ C\i2IKi

E

\i2IKi est un fermé dans Ki compact, donc \i2IKi est compact et par suite [i2IAi 2 O0.
� � � Soit (Ai)ni=1; un suite �nie d�éléments de O0

\ni=1Ai = fwg [ C

compactz }| {
[ni=1Ki
E 2 O0:

On en déduit que O0est une topologie sur E 0.
Il reste à montrer que O est la topologie induite par O0 sur E.
Soit O 2 O0, on a

O \ E =

8><>:
O si O 2 O

(fwg [ CKE ) \ E = CKE|{z}
2O

sinon

dans les deux cas, on a O \ E 2 O.
Inversement, si O 2 O alors O 2 O0:

b) Montrons que E 0 est séparé
Soit x; y 2 E 0 avec x 6= y
il su¢ t de prendre x 2 E et y = w car (E;O) est séparé, x 2 E localement compact donc 9K
compact 2 V(x)
or fwg 2 CKE qui est ouvert, donc

9V 2 V(x);9V 0 2 V(w)tqV \ V 0 = ;:

Il reste à montrer que (E 0;O0) est compact.
Soit (Oi)i2I un recouvrement ouvert de E 0, on a w 2 E 0, alors

9i0 2 I= w 2 Oi0
Oi0 2 O0 ) 9K compact de E tel que CKE � Oi0

) K � [i2IOi
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K étant compact, donc il existe J �ni tq, K � [j2JOj, par suite

E 0 � Oi0 [ ([j2JOj):

2) considérer l�application
h : E1 �! E2

x 7�! h(x) =

(
x si x 2 E
w2 si x = w1

h est bijective continue et ouverte, h est donc un homéomorphisme de E1 dans E2:


