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Exercice 1

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et soitf : E — F une
application de classe C? telle que, pour toust € R et x € E,

f(tx) = 2 f(x).

Montrer que, pour tout x € E, on a Df (0) (x) =0 et

D?f(0) - (x, x) = 2f (x).
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Exercice 1

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et soitf : E — F une
application de classe C? telle que, pour toust € R et x € E,

f(tx) = 2 f(x).

Montrer que, pour tout x € E, on a Df (0) (x) =0 et

D?f(0) - (x, x) = 2f (x).

- Montrons que pour tout x € E, Df (0) (x) = 0.
Puisque f est différentiable en 0, alors pour tout x € E, on a

F(O+tx) — F(0)

DIO)(X) = lim t dtf(t )
0 t=0
_ dp _ _
= Et f(x) o 2t f(x)|;—o = 0.

o
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Exercice 1

Autre méthode : Par hypothése on a f (tx) = t2f (x) pour tout t € R.
En prenant t = 0, on obtient f (0) = 0.
Et comme f est différentiable en 0, alors

DAO)(x) = lim 1OFPI=F(0) _\ T(&)
t—0 t t=0
10 140

2
= im0 it =,
t—0 t t—0
) )

v
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Exercice 1

Autre méthode : Par hypothése on a f (tx) = t2f (x) pour tout t € R.
En prenant t = 0, on obtient f (0) = 0.
Et comme f est différentiable en 0, alors

DAO)(x) = lim 1OFPI=F(0) _\ T(&)
t—0 t t—0
10 140

2
= im0 it =,
t—0 t t—0
) )

- Montrons que pour tout x € E, D?f (0) - (x, x) = 2f (x).
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Exercice 1

Autre méthode : Par hypothése on a f (tx) = t2f (x) pour tout t € R.
En prenant t = 0, on obtient f (0) = 0.
Et comme f est différentiable en 0, alors

DAO)(x) = lim 1OFPI=F(0) _\ T(&)
t—0 t t—0
10 140

2
= im0 it =,
t—0 t t—0
) )

- Montrons que pour tout x € E, D?f (0) - (x, x) = 2f (x).
Puisque f est deux fois différentiable en 0, alors pour tout x € E, on a

d ( d
= — | = f(tx + sx) )
t=s=0 dt \ ds s=0
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Exercice 1

Or, d’aprés I'hypothése, on a

f(tx + sx) = F((t+8) x) = (t + 8) F(x) = (t2+2ts+s2) f(x).
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Exercice 1

Or, d’aprés I'hypothése, on a

f(tx + sx) = F((t+8) x) = (t + 8) F(x) = (t2+2ts+s2) f(x).

Donc

d
dt
d

D?f(0) - (x, x)

dt

—2t f(x)

(% <t2 + 2ts + 32> f(x)

)

t=0

t=0

2f(x).
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Exercice 2

Soit U un ouvert convexe d’'un espace vectoriel normé réel E et soit
f: U — R une application. On dit que f est convexe sur U si, pour
tout (x,y) € U? ettout t € [0,1],

F(A-tx+ty) <A -t)f(x)+t(y).

1) On suppose f différentiable sur U. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) f estconvexe surU ;
i) V(x,y) e U?, Df(x)(y —x)<f(y)—f(x);
i) V(x,y) € U2, Df(x)(y—x)<Df(y)(y —x).
2) Si E =R, montrer qu'une fonction f : U — R dérivable sur un
intervalle ouvert U de R est convexe si et seulement si sa dérivée
f" est une fonction croissante sur U.
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Exercice 2

3) On suppose que f est deux fois différentiable dans U. Montrer que
f est convexe sur U si et seulement si,

Vxe U, Yhe E, D?f(x)(h,h)>0.

4) On suppose f convexe et différentiable sur U. Soit a € U tel que
Df (a) = 0. Montrer que f a un minimum absolu en a.
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Exercice 2

3) On suppose que f est deux fois différentiable dans U. Montrer que
f est convexe sur U si et seulement si,

Vxe U, Yhe E, D?f(x)(h,h)>0.

4) On suppose f convexe et différentiable sur U. Soit a € U tel que
Df (a) = 0. Montrer que f a un minimum absolu en a.

1) On suppose f différentiable sur U. Montrons que i) < ii) < iif).
Nous allons montrer que i) < ii) et que ii) < iii).
- Montrons d’abord I'équivalence i) < ii).
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Exercice 2

i) = ii). Supposons f convexe sur U et montrons ii).
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Exercice 2

i) = ii). Supposons f convexe sur U et montrons ii).
Soit (x,y) € U2. Par convexité de f on a

vte[0,1], f((1 —t)x+ty) < (1 —1t)f(x)+tF(y)
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Exercice 2

i) = ii). Supposons f convexe sur U et montrons ii).
Soit (x,y) € U2. Par convexité de f on a

vte[0,1], f((1—t)x+ty)< (1 —t)f(x)+t(y)
c’est-a-dire,

vte[0,1], f(x+t(y—x))<f(x)+t[f(y)—rf(x)].
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Exercice 2

i) = ii). Supposons f convexe sur U et montrons ii).
Soit (x,y) € U2. Par convexité de f on a

vte[0,1], f((1 —t)x+ty) < (1 —1t)f(x)+tF(y)
c’est-a-dire,
vte[0,1], f(x+t(y—x))<f(x)+t[f(y)—rf(x)].

Donc

f(x+t(y—x))—rf(x)

vt €10,1], :

<fy)—1(x).
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Exercice 2

i) = ii). Supposons f convexe sur U et montrons ii).
Soit (x, y) € U2. Par convexité de f on a

vte[0,1], f((1 —t)x+ty) < (1 —1t)f(x)+tF(y)
c’est-a-dire,
vte[0,1], f(x+t(y—x))<f(x)+t[f(y)—rf(x)].

Donc

vt €10,1], f(”t(y_tx))_f(x) < f(y) - f(x).

En faisant tendre t vers 0" et en utilisant la relation

DF(x)(y — x) = lim TX LY =X) = T(X)

t—0 t
140
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on obtient :

Df(x)(y —x) < f(y) — f(x).
Do ii).
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Exercice 2

on obtient :

DI(x)(y — x) < f(y) = f(x).

D’ou ii).

if) = i). Soient (x,y) € U? ett € [0,1]. Posons z = (1 — t) x + ty;
c’est un élément de U (car U convexe).
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Exercice 2

on obtient :

DI(x)(y — x) < f(y) = f(x).

D’ou ii).

if) = i). Soient (x,y) € U? ett € [0,1]. Posons z = (1 — t) x + ty;

c’est un élément de U (car U convexe).

En appliquant ii) aux couples (z, x) et (z,y), on obtient :

(1) [ Df(z)(x—2z) <f(x)—f(z
z)<f =

)
(2) | DAy —2) <f(y)-1(2)
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on obtient :

DI(x)(y — x) < f(y) = f(x).

D’ou ii).

if) = i). Soient (x,y) € U? ett € [0,1]. Posons z = (1 — t) x + ty;
c’est un élément de U (car U convexe).

En appliquant ii) aux couples (z, x) et (z,y), on obtient :

(1) { Di(z)(x = 2) < f(x) = 1(2)
(2) | DAy —2) <f(y)-1(2)

En multipliant les membres de l'inégalité (1) par (1 — t), et les
membres de l'inégalité (2) par t,

{ (1-t)Df(z)(x —2) < (1 —t)f(x)— (1 - 1) f(2)
tDf(2)(y — z) < tf (y) — tf (2)
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on obtient :

DI(x)(y — x) < f(y) = f(x).

D’ou ii).

if) = i). Soient (x,y) € U? ett € [0,1]. Posons z = (1 — t) x + ty;
c’est un élément de U (car U convexe).

En appliquant ii) aux couples (z, x) et (z,y), on obtient :

(1) { Di(z)(x = 2) < f(x) = 1(2)
(2) | DAy —2) <f(y)-1(2)

En multipliant les membres de l'inégalité (1) par (1 — t), et les
membres de l'inégalité (2) par t,

{ (1-t)Df(z)(x —2) < (1 —t)f(x)— (1 - 1) f(2)
tDf(2)(y — z) < tf (y) — tf (2)

puis en additionnant les inégalités ci-dessus, on obtient :
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Exercice 2

(1-0)Df(2)(x—2)+tDf(z)(y —2) <(1 =D f(x)+ tf(y)—f(2)

D’ou en utilisant le fait que Df(z) est linéaire,
Df(2)([(1—t)x+ty]—-2) < (1 -t f(x)+tf(y)—f(2).
Or Df(z)([1 -t x+ty]—2z)=Df(z)(z—z)=Df(z)(0) =0.

v
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Exercice 2

(1-0)Df(2)(x—2)+tDf(z)(y —2) <(1 =D f(x)+ tf(y)—f(2)

D’ou en utilisant le fait que Df(z) est linéaire,
Df(2)([(1—t)x+ty]—-2) < (1 -t f(x)+tf(y)—f(2).

Or Df(z)([01—-t)yx+ty]—z)=Df(z)(z—z)=Df(z)(0) =0.
Donc
0<(1-tf(x)+tf(y)—f(2)

c’est-a-dire,

fF(A-tx+ty)<(1-t)f(x)+tf(y).

Ce qui signifie bien que f est convexe. D’ou i).

v
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Exercice 2

- Montrons maintenant I’équivalence ii) < iii).
if) = iii). Supposons ii) vérifie et montrons iii). Soit (x,y) € U?. En
appliquant ii) aux couples (x, y) et (y, x), on obtient :
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Exercice 2

- Montrons maintenant I’équivalence ii) < iii).
if) = iii). Supposons ii) vérifie et montrons iii). Soit (x,y) € U?. En
appliquant ii) aux couples (x, y) et (y, x), on obtient :

{ Df(x)(y — x) < f(y) — f(x)
Di(y)(x —y) < f(x) —f(y)

v
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Exercice 2

- Montrons maintenant I’équivalence ii) < iii).
if) = iii). Supposons ii) vérifie et montrons iii). Soit (x,y) € U?. En
appliquant ii) aux couples (x, y) et (y, x), on obtient :

{ Df(x)(y — x) < f(y) — f(x)
Di(y)(x —y) < f(x) —f(y)

puis en additionnant les inégalités ci-dessus, on obtient :

Df(x)(y — x) + Df(y)(x —y) <0

v
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Exercice 2

- Montrons maintenant I’équivalence ii) < iii).
if) = iii). Supposons ii) vérifie et montrons iii). Soit (x,y) € U?. En
appliquant ii) aux couples (x, y) et (y, x), on obtient :

{ Df(x)(y — x) < f(y) — f(x)
Di(y)(x —y) < f(x) —f(y)

puis en additionnant les inégalités ci-dessus, on obtient :

Df(x)(y — x) + Df(y)(x —y) <0
Donc en utilisant le fait que Df(y) est linéaire,

Df(x)(y — x) < =Df(y)(x — y) = Df(y)(y — x).

Dol iii).

v

Aziz ELBOUR (FST Errachidia) Calcul différentiel 2021-2022 12/89



Exercice 2

i) = ii). Supposons iii) vérifie et montrons ii). Soit (x, y) € U?.
Considérons la fonction g : [0,1] — R définie par

gt)=f((1-x+ty)=Ff(x+t(y—x)),

vVt e [0,1].

v
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Exercice 2

i) = ii). Supposons iii) vérifie et montrons ii). Soit (x, y) € U?.
Considérons la fonction g : [0,1] — R définie par

gy =f(1-Hx+ty)=Ff(x+t(y—x)), Vvtelo,1].

Puisque f est différentiable sur U, alors la fonction g est continue sur
[0, 1] et dérivable sur]0,1][, et on a

gt)=Df(x+t(y—x))(y—x), Vte]o,1[.

v
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Exercice 2

i) = ii). Supposons iii) vérifie et montrons ii). Soit (x, y) € U?.
Considérons la fonction g : [0,1] — R définie par

gy =f(1-Hx+ty)=Ff(x+t(y—x)), Vvtelo,1].

Puisque f est différentiable sur U, alors la fonction g est continue sur
[0, 1] et dérivable sur]0,1][, et on a

g (t)=Df(x+t(y—x))(y—x), vte]o1[.
Donc d’apres le T.A.F, il existe ¢ € |0, 1] tel que

g(1)—9(0)=4g'(c).

v
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Exercice 2

i) = ii). Supposons iii) vérifie et montrons ii). Soit (x, y) € U?.
Considérons la fonction g : [0,1] — R définie par

gy =f(1-Hx+ty)=Ff(x+t(y—x)), Vvtelo,1].

Puisque f est différentiable sur U, alors la fonction g est continue sur
[0, 1] et dérivable sur]0,1][, et on a

g (t)=Df(x+t(y—x))(y—x), vte]o1[.
Donc d’apres le T.A.F, il existe ¢ € |0, 1] tel que
g(1)—9(0)=4g'(c).

c’est-a-dire,

Fy) -f(x)=Df(x+c(y —=x) (¥ —X). (2.1)
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Exercice 2

Or d’apres I'hypothése iii) appliquée au couple (x,x + c(y — x)) on a

Df(x) (c(y —x)) < Df(x +c(y = x)) (c(y — X))
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Exercice 2

Or d’apres I'hypothése iii) appliquée au couple (x,x + c(y — x)) on a

Df(x) (c(y —x)) < Df(x +c(y = x)) (c(y — X))

Donc en utilisant la linéarité de Df (x) et de Df (x + c(y — x)), on
obtient apres simplification parc > 0 :

DF(x)(y =x) < Df(x +c(y = x)) (¥ = x) .
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Or d’apres I'hypothése iii) appliquée au couple (x,x + c(y — x)) on a

Df(x) (c(y —x)) < Df(x +c(y = x)) (c(y — X))

Donc en utilisant la linéarité de Df (x) et de Df (x + c(y — x)), on
obtient apres simplification parc > 0 :

Df(x)(y —x) < Df(x +c(y —x) (¥ — x).
Par suite, en utilisant (2.1) :

Df (x)(y —x) < f(y)—f(x).

Dol if).
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Or d’apres I'hypothése iii) appliquée au couple (x,x + c(y — x)) on a

Df(x) (c(y —x)) < Df(x +c(y = x)) (c(y — X))

Donc en utilisant la linéarité de Df (x) et de Df (x + c(y — x)), on
obtient apres simplification parc > 0 :

Df (x)(y —x) < Df (x +c(y = x)) (y — x).
Par suite, en utilisant (2.1) :
Df (x) (y —x) < f(y) — f(x).

D’ou ii). Par conséquent i) < ii) < iii).
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2) Soit f : U — R une fonction dérivable sur un intervalle ouvert U de
R. Alors f est différentiable sur U et on a

Df (x) (\) = Mf' (x), VxeU, VAeR.

Montrons que f est convexe si et seulement si sa dérivée f' est
une fonction croissante sur U.

(=) Supposons f convexe et montrons que f' est croissante sur U.
Soit x,y € U tel que x < y. D’aprés I'équivalence i) < iii) de la
question 1) on a

Df (x) (y — x) < Df(y) (y — x)
Donc
y=—x)f(xX)<(y—x)f(y).

et comme y — x > 0, on en déduit que f' (x) < f'(y). D’ou f' est
croissante sur U.
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Exercice 2

(<) Réciproquement, supposons f' croissante sur U et montrons que
f est convexe sur U. D’aprés I'équivalence i) < iii) de la question 1), il
suffit de montrer l'inégalité suivante

V(x,y) € U, Df(x)(y —x) < Df(y)(y —x).
c’est-a-dire,
Vix,y)e P, (y=x)f'(x)<(y—x)f(y). (2.2)

Soit (x,y) € U2. On distingue les trois cas possibles :

- Si x = y linégalité (2.2) est triviale.

- Si x < y alors la croissance de f' entraine f' (x) < f' (y)
etcomme y — x > 0, on en déduit que

y=x)f(x)<(y—x)f(y).

v
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Exercice 2

- Si x > y alors la croissance de f' entraine f' (x) > f' (y)
etcomme y — x < 0, on en déduit que

=) <(y-x)f(y).

Donc dans tous les cas, l'inégalité (2.2) est satisfaite. D’ou le résultat.

v

Aziz ELBOUR (FST Errachidia) Calcul différentiel 2021-2022 17/89



Exercice 2

- Si x > y alors la croissance de f' entraine f' (x) > f' (y)
etcomme y — x < 0, on en déduit que

y=x)fx)<(y—=x)f(y).
Donc dans tous les cas, l'inégalité (2.2) est satisfaite. D’ou le résultat.
Sif: U — R est une fonction deux fois dérivable sur un intervalle
ouvert U de R, alors f est convexe sur U si et seulement si

f"(x) >0, vxeU.
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Exercice 2

3) On suppose que f est deux fois différentiable dans U. Montrons
que f est convexe sur U si et seulement si,

Vx e U, Yhe E, D?f(x)(h,h)>0. (2.3)

(=) Supposons f convexe sur U et montrons (2.3). Soient x € U et
h € E. Puisque f est deux fois différentiable en x,

_d . Df(x + th)(h) — Df (x) (h)
D?f (x) (h, h) = Gt Pf(x+th)-h = }::Zg) . .

(2.4)
Pour tout t # 0 voisin de zero on a x + th € U. Donc d’apres
I'équivalence i) < iii) de la question 1), on obtient en appliquant iij) au
couple (x, x + th)

Df (x + th) (th) > Df (x) (th)

v
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Exercice 2

C’est-a-dire,

tDf (x + th) (h) — tDf (x) (h) > 0
D’ous en divisant les deux membres de I'inégalité précédente par t> :

Df (x + th) (h) — Df (x) (h) -0
i >

En faisant tendre t vers 0 et en utilisant la relation (2.4), on obtient
D?f (x) (h, h) > 0.

D’ou (2.3).

Autre méthode : Soient x € U et h € E. Puisque f est deux fois
différentiable sur U, alors la fonction t — g (t) = f(x + th) est deux fois
dérivable sur un voisinage ouvert | de zéro dans R. En particulier, on a

g'(0) = Df(x)(h) et g"(0)= D?f(x)(h,h)
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Exercice 2

Donc d’apres la formule de Taylor-Young,

g(t)=g(0)+tg'(0) + gg” (0) + t2¢(t), Vtel

avec

1!irg)f:(l‘) =0.

Autrement dit
2
f(x+ th) — f(x) — tDf (x) (h) = %sz(x) (h, h) + tzs(t), Vtel

Et comme f est convexe, alors d’apres I'équivalence i) < ii) de la
question 1), on obtient en appliquant ii) au couple (x, x + th)

f(x+th) — f(x) > DF(x) (th), Vtel

v
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Exercice 2

c’est-a-dire

f(x +th)—f(x)—tDf (x)(h) >0, Vtel
On en déduit alors que
2 o 2
ED f(x)(h,h)+te(t)>0, Vtel

En simplifiant par % il vient
D?f (x)(h,h) +2¢(t) >0, Vte l\{0}.

D’ou en faisant tendre t vers 0,

D?f (x) (h, h) > 0.

v
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Exercice 2

(<) Supposons (2.3) vérifie et montrons que f convexe sur U. Fixons
(x,y) € U?. Posons h =y — x et considérons la fonction
g : [0,1] — R définie par

gt)y=f(1 -t x+ty)=Ff(x+th), Vte]l0,1].

Puisque f est deux fois différentiable sur U, alors la fonction g est
continue sur [0, 1] et deux fois dérivable sur]0,1][, eton a

g (t) = Df(x + th)(h) et g"(t) = D?f(x + th)(h, h)
Donc d’aprés I'hypothése on a
9" (t) = D?f(x + th) (h,h) > 0, Vte]0,1[.

Cela montre que la fonction g est convexe sur |0, 1 d’aprés la question
2) (voir la remarque précédente).

v
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Exercice 2

Donc pour tous o, 5 € ]0,1[ ett € [0,1] on a

g((1-ta+tp)<(1-t)g(a)+tg(p)

Puisque g est continue sur [0, 1], alors l'inégalité précédente est aussi
vraie pour « = 0 et 5 = 1. Donc

vte[0,1], g(t)<(1-1t)g(0)+tg(1)
c’est-a-dire,

Vte[0,1], f((1—-tx+1ty)<(1—t)F(x)+1t(y).

Ce qui signifie bien que f est convexe.
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Exercice 2

4) On suppose f convexe et différentiable sur U. Soit a € U tel que
Df (a) = 0.

Montrons que f a un minimum absolu en a.

D’aprés I'équivalence i) < ii) de la question 1), on a

V(X,y)eUz, f(y)_f(X)ZDf(X)(y_X)
En appliquant cette inégalité au couple (a, x), on obtient
Vxe U, f(x)—f(a)>Df(a)(x—a)=0.

D’ou,

Vxe U, f(x)>f(a).

Cela montre que f a un minimum absolu en a.
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Exercice 3

e Exercice 3
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Exercice 3

Soit ¢ : R — E une application de classe C? définie surR et a
valeurs dans un espace vectoriel normé E. On suppose qu'il existe
deux constantes A > 0 et B > 0 telles que

lp(x)| <A et |¢"(x)||<B pourtoutx € R.

1) En appliquant la formule de Taylor, montrer que pour tout x € R et
pourtouthe R* ,ona:

, A Bh
Il < 7+ 5

2) En déduire que ||¢' (x)|| < V2AB pour tout x € R.
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Exercice 3

3) Soit f : R — E une application de classe C>°. On suppose que
les dérivées d’ordre pair admettent dans R une majoration de la
forme

Hf<2") (x)H < Mx (2n)! x k2", Wx eR,VneN.

ou M et k sont des constantes > 0, indépendantes de n.

i) Quelles majorations peut-on en déduire pour les dérivées de f
d’ordre impair ?
i) En déduire que pour tout xg € R la série de Taylor

> onso0 (X — x0)" % converge vers f (x) en tout point x d’un
voisinage ouvert de xo que I'on précisera. Autrement dit, f est

analytique dans R.
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Exercice 3

1) Montrons que ||¢' (x)|| < %‘ 4 % pour tout x € R et pour tout
heRy.

Soient x € R et h € R*.. En appliquant a ¢ la formule de Taylor entre
les points x et x + h, et entre les points x et x — h on obtient CZIEEH

o+ ) - 00— h (0| < E

6(x— ) - 600+ ho (0| < E

V.
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Exercice 3

1) Montrons que ||¢' (x)|| < %‘ 4 % pour tout x € R et pour tout
heRy.

Soient x € R et h € R*.. En appliquant a ¢ la formule de Taylor entre
les points x et x + h, et entre les points x et x — h on obtient

o+ ) - 00— h (0| < E

6(x— ) - 600+ ho (0| < E

En utilisant 'inégalité triangulaire ||U — V|| < ||U| + || V| avec
U=¢(x+h)—¢(x)—ho (x)etV=o(x—h)—p(x)+hd¢ (x)

V.
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Exercice 3

1) Montrons que ||¢' (x)|| < %‘ 4 % pour tout x € R et pour tout
heRy.

Soient x € R et h € R*.. En appliquant a ¢ la formule de Taylor entre
les points x et x + h, et entre les points x et x — h on obtient

o+ ) - 00— h (0| < E

, BH?

||¢(X_ h)—¢(x)+h¢ (X)H < CE
En utilisant 'inégalité triangulaire ||U — V|| < ||U| + || V| avec
U=¢(x+h)—¢(x)—ho (x)etV=o(x—h)—o(x)+hd (x)
on obtient

|6 (x +h) — ¢ (x — h) —2h &/ (x)|| < B

V.
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Exercice 3

Par suite QZREED
[2h ¢/ (x)|| < BH*+|¢(x+h)— o (x — h)|
< B+ |lop(x+h)l+¢(x—h)
< BH? +2A
D’ou
A Bh
/
< — —_—.
lo'coll <5+
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Exercice 3

Par suite QZEEED
[2h ¢/ (x)|| < BB+ |6 (x +h) — 6 (x — h)|
< BR + g (x+h)ll + 6 (x = h)|
< BH +2A
D’ou
A Bh
I8 Call < 7 + =
2) En déduisant que ||¢’ (x)|| < V2AB pour tout x € R. Soit x € R
fixé. D’aprés 1) on a
A Bh
" (x)|| < +=, VheR:.
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Exercice 3

Donc at
¢ (x)|| < inf (F—i—?).

heR*
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Exercice 3

Donc

o 00l < int (5+F)-

heRr?

Nous allons montrer que infner: (4 + &) = v2AB, en étudiant la
fonction g : 10, +oo[ — R définie par

A Bh

Aziz ELBOUR (FST Errachidia) Calcul différentiel 2021-2022 30/89



Exercice 3

Donc
1# 0 < in (h%).

heRr?

Nous allons montrer que infpeg+ (4 + 81 = \/2AB, en étudiant la
fonction g : 10, +oo[ — R définie par

A Bh

La fonction g est dérivable sur )0, +ocol, et pour tout h € 0, +o0[ on a

2A 2A
A+B B2 — 2A_B<h_vf) (h+\/7>

g (h) = 2 2@ 217
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Exercice 3

Donc
1# 0 < in (h%).

heRr?

Nous allons montrer que infpeg+ (4 + 81 = \/2AB, en étudiant la
fonction g : 10, +oo[ — R définie par

A Bh

La fonction g est dérivable sur )0, +ocol, et pour tout h € 0, +o0[ on a

2A 2A
A+B B2 — 2A_B<h_vf) (h+\/7>

g (h) = 2 2@ 217

donc

gd(h) =0 h=/—=
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Exercice 3

et
g’(h)>0<=>h>\/%4.

v
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Exercice 3

et
g’(h)>0<=>h>\/%4.

On a le tableau de variations suivant :

h 0 24 +00
g(h) - 0+
+00 +o0
a(h) ~__ /
9(v/%)

v
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Exercice 3

et
g’(h)>0<=>h>\/%4.

On a le tableau de variations suivant :

h 0 24 +00
g'(h) - 0 +
+00 +o0
a(h) T~ —
9(\/%)

La fonction g admet un minimum absolu en hy = /22

v
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Exercice 3
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Exercice 3

Donc
. A Bh 2A B B |2A
A (F+?) —g<v§) ~A\zat o)~ VB
Par conséquent,

I ()|| < V2AB.

v
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Exercice 3

Donc
. A Bh 2A B B |2A
A (F+?) —g(\/?) ~Azatz\ B~ VB
Par conséquent,

|6/ (x)|| < V2AB.

3)Soit f : R — E une application de classe C>°. On suppose que les
dérivées d’ordre pair admettent dans R une majoration de la forme

Hf(2"> (x)” < Mx (2n)! x k2", Vx € R,¥YneN.

ou M et k sont des constantes > 0, indépendantes de n.

v
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Exercice 3

Donc
. A Bh 2A B B |2A
A (F+?) —g(vf) ~Azatz\ B~ VB
Par conséquent,

|6/ (x)|| < V2AB.

3)Soit f : R — E une application de classe C>°. On suppose que les
dérivées d’ordre pair admettent dans R une majoration de la forme

Hf(2"> (x)” < Mx (2n)! x k2", Vx € R,¥YneN.

ou M et k sont des constantes > 0, indépendantes de n.
i) Quelles majorations peut-on en déduire pour les dérivées de f
d’ordre impair ?

v
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Exercice 3

Pour chaque n € N, on applique le résultat de la question 2) a la
fonction ¢ = f(2).
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Exercice 3

Pour chaque n € N, on applique le résultat de la question 2) a la
fonction ¢ = f2"). On a par hypothése

16 (x)]| = Hf<2”> (x)H <Mx (2n)! x k2", vxeR
i

et

6" (x)|| = Hf<2"+2> (x)H <Mx (2n+2)l x ™2, vxeR
B/
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Exercice 3

Pour chaque n € N, on applique le résultat de la question 2) a la
fonction ¢ = f2"). On a par hypothése

16 (x)]| = Hf<2”> (x)H <Mx (2n)! x k2", vxeR
i

et

6" (x)|| = Hf<2"+2> (x)H <Mx (2n+2)l x ™2, vxeR
B/

Donc d’apres 2) on a

|6/ (%)|| < V2AB, VxeR.
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Exercice 3

C’est-a-dire, pour tout x € R on a

IA

Hf(2n+1) (X)H \/2 (M x (2n)! x kzn) (M x (2n+2)! x k2n+2)

= Mx(2n)!k®"1\/2(2n+2) (2n+ 1)
= 2M x (2n)Ik?™1\/(n+ 1) (2n+1)

- | k2n+1 ﬂ
2M x (2n+ 1)k ’/2n+1

< 2M x (2n+ 1)1k2+1,

n+1
car,/mg 1.

V.
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Exercice 3

C’est-a-dire, pour tout x € R on a

IA

e 0] < 2 (M @< o) (M 2+ 23 < kenve)
= Mx(2n)!k®"1\/2(2n+2) (2n+ 1)

= 2M x (2n)!k2™ 1 /(n+ 1) (2n+1)

- | k2n+1 ﬂ
2M x (2n+ 1)k ’/2n+1

2M x (2n + 1)1K2MH1

IA

n+1 9=
car\/sprg < 1. Dou

Hf<2n+1) (x)H <2M x (2n+ 1)1k | vx e R,Vne N.

V.
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Exercice 3

ii)En déduire que pour tout x; € R la série de Taylor

> om0 (X —x0)" % converge vers f (x) en tout point x d’un

voisinage ouvert de x, que I’on précisera.
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Exercice 3

ii)En déduire que pour tout x; € R la série de Taylor

(n) = ’
Yo (X — x0)" F200) converge vers f (x) en tout point x d’un
voisinage ouvert de x, que I’on précisera.
Remarquons d’abord que

Hf(P) (x)” <2Mxp' x kP, VYxeR, peN.
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Exercice 3

ii)En déduire que pour tout x; € R la série de Taylor

(n) = ’
Yo (X — x0)" F200) converge vers f (x) en tout point x d’un
voisinage ouvert de x, que I’on précisera.
Remarquons d’abord que

Hf(P) (x)” <2Mxp' x kP, VYxeR, peN.

Soit xp € R. Pour x € R et p € N* on a, en appliquant la formule de
Taylor a I'ordre p entre les points xy et x :

i (n)
Hf(x) - 20O

x — xo|P*!
(p+1)!

< <2M>< (p+1)! x kp+1>
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Exercice 3

c’est-a-dire,

o

Fx) =D (x = x0)"

n=0

) (%)
n!

< 2M |k (x — x)|P™.
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Exercice 3

c’est-a-dire,

) - Z(x P00 | < ok x - x0)P*.

Or pour tout x € R vérifiant |k (x — xo)| < 1, le membre droit de
l'inégalité précédente tend vers 0 lorsque p tend vers +oo. On en

déduit que la série Y~ (X — Xp)" % converge vers f (x) pour tout
X € |Xo — %, X0 + % [. Donc

+00
(" (xo) 1 1
_ n
f(X)_nZO(X_XO) — Vxe] k’X0+k[
Cela montre que f est analytique dans R. )
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Exercice 4

e Exercice 4
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Exercice 4

Soit E un espace de Hilbert, on note (-, -) le produit scalaire sur E et
I|| la norme associée. Posons U = E \ {0}.

1) Montrer que I'application o : U — R définie par
a()= . (xeU)
[1x]]

est de classe C' sur U et calculer sa différentielle en tout point de
U.

2) On considére l'application f : U — E définie par

X
f(x) = T (Vx € U).

i) Montrer que f est de classe C' sur U et donner I'expression de sa
différentielle en tout point de U.
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Exercice 4

i) Montrer que f est une bijection de U sur U puis que f est un
C'-difféomorphisme de U sur U. Déterminer [Df (x)]~' & Isom (E)
pour tout x € U.
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Exercice 4

i) Montrer que f est une bijection de U sur U puis que f est un
C'-difféomorphisme de U sur U. Déterminer [Df (x)]~' € Isom (E)
pour tout x € U.

v

1) Montrons que I’application o est de classe C' sur U et
calculons sa différentielle en tout point de U.
Pourx € U on a

1 1 1

xR ex) ()

a(x)

avec q est l'application q : E — R définie par

g(x)=&x,xy, (Vxe€E).
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Exercice 4

On sait que q est de classe C' sur E (c’est la forme quadratique
associée au produit scalaire) et on a

Dq(x)(h)=2(x,h), (Vxe€ E)(Yhe E).
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Exercice 4

On sait que q est de classe C' sur E (c’est la forme quadratique
associée au produit scalaire) et on a

Dq(x)(h)=2(x,h), (Vxe€ E)(Yhe E).

Puisque g (x) = (x, x) # 0 pour x € U, on en déduit que I'application
o= }, est de classe C' sur U. De plus, sa différentielle en tout point
x € U a pour expression

—Da(x)(h) _ —2(x,h)

P = =000~ I

, (VheE).
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Exercice 4

2) On considere I'application f : U — E définie par

X

f(x) = T (Vx € U).

i) Montrons que f est de classe C' sur U et donnons I'expression

de sa différentielle en tout point de U.

v
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2) On considere I'application f : U — E définie par

f(x) = (Vx € U).

27
1]l

i) Montrons que f est de classe C' sur U et donnons I'expression
de sa différentielle en tout point de U.
Remarquons que l'application f est la composée f = 1) o p des

applications suivantes :

p: U — RxE
x — (a(x),x)

et
v: RxE — E

(A x) — Ax

v
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Exercice 4

- Lapplication p est de classe C' sur U car ses deux composantes
p1 = a et p, = 1dy le sont. De plus,

—2(x, h)
[ X1l

Dp (x) (h) = (Da(x) (h) , h) = (

,h), (Vxe U)(Vhe E).
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Exercice 4

- Lapplication p est de classe C' sur U car ses deux composantes
p1 = a et p, = 1dy le sont. De plus,

—2(x, h)
Ix|1*

Dp (x) (h) = (Da(x) (h) , h) = (

- L'application 1 est de classe C' surR x E car elle est bilinéaire
continue. De plus,

Dy (A, x) (8, h) = 1 (5, )+ (A, h) = Sx+Ah, V(A x) € RxE, (6,h) € §

,h), (Vxe U)(Vhe E).
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Exercice 4

Par conséquent, I'application f = 1 o p est de classe C' sur U, et pour
toutx € U on a

Df (x) = Dy (p(x)) o Dp(x)
Par suite pour tout h € E on a
Df(x)(h) = Dy (p(x))(Dp(x)(h)

— Dy (ax), x)( H<)\(\ h>,h>

_ ‘T)'(' 2060 ok
D’ou
DF (x) (h) = —2 <X;h>x+ " (eu)heE). @1
1]l 1l
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Exercice 4

ii)- Montrons que f est une bijection de U sur U.

Il est clair que f (U) C U. Soity € U donné. Montrons que I'équation

fFx)=vy

admet une solution et une seule dans U.

(4.2)
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Exercice 4

ii)- Montrons que f est une bijection de U sur U.
Il est clair que f (U) C U. Soity € U donné. Montrons que I'équation

f(x)=y (4.2)

admet une solution et une seule dans U.
Si x € U est une solution de (4. 2) alors nécessairement Hf(x)H = |yl

c’est-a-dire, = |ly|l, donc = ”X” = |lyll. Dou || x| = 7

Et comme = i ” =y, alors x = |\x|| y, par suite

-y
lyl®
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Exercice 4

Réciproquement on vérifie facilement que le vecteur — est une

IyII2
solution de (4.2). En effet,

y

_ v
1

" ()

v

y \_ WP
IyI? HL
IyI?

2=V

y
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Exercice 4

Réciproquement on vérifie facilement que le vecteur — est une

IyII2
solution de (4.2). En effet,

y L L
4 y
)= E_ WE
Iyl HLz
[yl

2 < 1 ) 2
Iy
Par conséquent, I'équation ( 4.2) admet une solution et une seule dans

U ; cette solution est le vecteur W

y
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Exercice 4

Réciproquement on vérifie facilement que le vecteur W};V\? est une

solution de (4.2). En effet,

f(y>_ E _ O .
IyII? 2 <1)2

HL 1
lyII? Iyl

Par conséquent, I'équation ( 4.2) admet une solution et une seule dans

U ; cette solution est le vecteur W

Cela montre que I'application f est une bijection de U sur U.
L'application inverse est

)

~1. U
Yy
y Iy

—
—

y
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Exercice 4

Réciproquement on vérifie facilement que le vecteur W};V\? est une

solution de (4.2). En effet,

f(y>_ E _ O .
IyII? 2 <1)2

HL 1
lyII? Iyl

Par conséquent, I'équation ( 4.2) admet une solution et une seule dans

U ; cette solution est le vecteur W

Cela montre que I'application f est une bijection de U sur U.
L'application inverse est

)

~ U —
Yy
y o e

Deplus,onaf=f1.

v
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Exercice 4

-Montrons que f est un C' -difféomorphisme de U sur U.
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Exercice 4

-Montrons que f est un C' -difféomorphisme de U sur U.
Puisque f est une bijection de U sur U et que f et f~! = f sont de C'
sur U, alors (d’aprés la définition) f est un C'-difféomorphisme de U

sur U.
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Exercice 4

-Montrons que f est un C' -difféomorphisme de U sur U.
Puisque f est une bijection de U sur U et que f et f~! = f sont de C'
sur U, alors (d’aprés la définition) f est un C' -difféomorphisme de U
sur U.

-Déterminons [Df (x)] ™' € Isom (E) pour tout x € U.
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Exercice 4

-Montrons que f est un C' -difféomorphisme de U sur U.
Puisque f est une bijection de U sur U et que f et f~! = f sont de C'
sur U, alors (d’aprés la définition) f est un C'-difféomorphisme de U
sur U.

-Déterminons [Df (x)] ™' € Isom (E) pour tout x € U.

Puisque f est un C'-difféomorphisme de U sur U, alors pour tout
xeU,

Df (x) € Isom (E),

en particulier, Df (x) est bijective. Or f = f~', donc f o f = 1dy. Par

suite,
Df (f(x)) o Df (x) = 1dg
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Exercice 4

-Montrons que f est un C' -difféomorphisme de U sur U.
Puisque f est une bijection de U sur U et que f et f~! = f sont de C'
sur U, alors (d’aprés la définition) f est un C'-difféomorphisme de U
sur U.

-Déterminons [Df (x)] ™' € Isom (E) pour tout x € U.

Puisque f est un C'-difféomorphisme de U sur U, alors pour tout
xeU,

Df (x) € Isom (E),

en particulier, Df (x) est bijective. Or f = f~', donc f o f = 1dy. Par

suite,
Df (f(x)) o Df (x) = 1dg

D’ou

[Df (x)] ™" = Df (f(x)).
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Exercice 4

Donc en utilisant (4.1) on a pour tout h € E,
[Df(x)] " (h) = Df(f(x))(h)
—2(f(x),h)

If GOl

(x) +

h

I ()1
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Donc en utilisant (4.1) on a pour tout h € E,

[Df ()1 " (h) = Df(f(x))(h)

—2(f(x).h), h
oo )
Oronaf(x)= W et |f (x)|| = - Donc
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Donc en utilisant (4.1) on a pour tout h € E,

[Df ()1 " (h) = Df(f(x))(h)

—2(f(x),h), h
oo )
Oronaf(x):Wet”f(x)”:'fﬂ.Donc
2(x_h
[Df ()] () = <'X'4> X 1
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D’ou

[DF ()] (h) = =2 (x, Ay x + |x|Ph|, (vx € U)(Yhe E).

C’est-a-dire,

E

[Df(x)]': E —
h — —2(x,h)yx+|x|?h
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D’ou

[Df ()] (h) = —2(x,h) x + ||x|[®h|, (Vx € U)(Vvhe E).

C’est-a-dire,

[Df(x)]': E — E
h — —2(x,h)yx+|x|?h

Autre méthode : Puisque pour tout x € U, Df (x) est bijective, alors
pour déterminer [Df (x)]~" il suffit de résoudre I'équation suivante

Df (x) (k) = h

pour chaque h € E donné (de maniére a avoir k = [Df (x)] ™" (h)).
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L'équation Df (x) (k) = h s’écrit

—2(x, k) k
=h 43
Ix[1* 1|12 @9

En faisant le produit scalaire avec le vecteur x, il vient

—200k) (6K
Ix12

{x, h)

V.
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Exercice 4

L'équation Df (x) (k) = h s’écrit

—2(x, k) k
=h 43
Ix[1* 1|12 @9

En faisant le produit scalaire avec le vecteur x, il vient

-2 (x, k) X (x, k)

<X7 > T o — <X7 h>
Ix]* X2
c’est-a-dire, k) K
—2(x X
: : = <X7 >
Ix|Z ]2
donc ,
(x, k) = = IIx|® (x, h)..

V.
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L'équation Df (x) (k) = h s’écrit

—2(x, k) k
=h 43
Ix[1* 1|12 9

En faisant le produit scalaire avec le vecteur x, il vient

-2 (x, k) X (x, k)

<X7 > T o — <X7 h>
Ix]* X2
c’est-a-dire, k) K
—2(x X
: : = <X7 >
Ix|Z ]2

donc ,
(x, k) = —[|x]|* {x, h).

D’ot, en remplagant (x, k) par — ||x||? (x, h) dans (4.3)

V.
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P2 X k) K

4 2
[ ]| [ ]|
c’est-a-dire,
k 2 (x, h)
on2 T 2
[ ]| [ ]|
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P2 X k) K

4 2
[ ]| [ ]|
c’est-a-dire,
k 2 (x, h)
on2 T 2
[ ]| [ ]|

Donc
k=|x|?h-2(x,h)x
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P2 X k) K

Ix* Ix|2
c’est-a-dire,
k B 2 (x, h)
1|2 1|12
Donc
k=|x|?h-2(x,h)x
D’ou

[Df (x)] 7" (h) = =2 (x, h) x + || x||> h|
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© Exercice 5
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Exercice 5

Soit E un espace de Banach, et soit ¥ (E) I'espace des
endomorphismes continus de E. On note | = idg I'application
identique de E.

1) Montrer que I'application q : ¥ (E) — £ (E) définie par

est de classe C' sur £ (E) et déterminer sa différentielle.
2) En deduire que l'application f : £ (E) — £ (E) définie par

f(u) = u? — u,

est de classe C' sur £ (E) et déterminer sa différentielle.
3) Montrer que f est un isomorphisme local en I.
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4) Considérons I'application g : Isom (E) — £ (E) définie par

gy =P —u+u

Montrer que g est de classe C' sur Isom (E) et déterminer sa
différentielle.

5) Calculer, g (/) et Dg (/) , puis montrer qu'il existe une boule fermée
B C Isom (E) centrée en [ et de rayon r > 0 telle que

vueB, ||Dg(u)] <

N —

6) Endéduire queVuec B, |g(u)—I|| < % llu— 1,
et que B est stable par I'application g.

7) Soit uy € B et I'on définit par récurrence u, 1 = g (un) pour tout
n € N. Montrer que la suite (un) . CONverge vers /.
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Exercice 5

1) Montrons que I'application q est de classe C' sur  (E) et
déterminons sa différentielle.
Lapplication q est la composée g = v o p des applications suivantes :

p: Z(E) — % (E)xX(E)
u — (u, u)

et
v: Z(E)YxZX(E) — Z(E)
(u,v) — Vou
- Lapplication p est linéaire continue car ses composantes

p1 = ldy gy et p2 = Id (g le sont. Donc p est de classe C' sur & (E),
et pour toutu € £ (E) on a Dp(u) = p. D’ou

Dp(u)(h) = p(h) = (h,h), Vhe £ (E).

v
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- Lapplication + est bilinéaire continue. Donc + est classe C' sur
Z(E)x Z(E), etV (u,v) € [Z(E)? etV (h,k) € [Z(E)]?

Dy (u,v) (h,K) = 4 (h, v) + ¢ (u, k) = vo h+ ko .

Par conséquent I'application q = 1) o p est classe C' sur & (E), et
pour toutu € Z (E)ona

Dq(u) = Dy (p(u)) o Dp(u)
Donc pour touthe £ (E)ona:
Dq(u)(h) = Dy (p(u))(Dp(u)(h))
= Dy (u,u)(h,h)

= T,/)(hau)“‘l/J(U’h)
= uUoh+hou

v
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Dg(u)(h)=uoh+hou| Yue Z(E), Yhe ¥ (E).

2) Déduisant que I'application f est de classe C' sur % (E) et
déterminer sa différentielle.
Onaf= q-— /dZ(E)
Donc I'application f est de classe C' sur . (E) comme différence de
deux applications de classe C' sur & (E). De plus, pour tout
ue Z(E)ona

Df(U) = DCI(U) — Idg(E)

Donc

Df (u)(h) =uoh+hou—h| Yue Z(E), Yhe £ (E).
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3) Montrons que f est un isomorphisme local en |.
D’aprés la question précédente, I'application f est de classe C' sur
Z (E). De plus, pour u = | = idg on a

Df(l)(h)=loh+hol—h=h, VYhe Z(E).

donc

Df (I) = Idyg) € Ismo (£ (E), £ (E)).

Et comme E est un espace de Banach, alors . (E) est aussi un
espace de Banach. Donc on peut appliquer le Théoréeme d’inversion
locale au point |. Il existe alors un voisinage ouvert V de | dans £ (E)
et un voisinage ouvert W de f (I) = 0 dans .Z (E) tel que la restriction
de f & V est un C'—difféomorphisme de V sur W. Autrement dit, f est
un C'—difféomorphisme local en |.

v
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4) Montrons que g est de classe C' surlsom (E) et déterminons sa
différentielle.
Pour tout u € Tsom (E) on a

gu) =P —u+u=f(u)+¢(v)

avec o est l'application

p: Isom(E) — Isom(E)
u — u!

D’aprés la question 2) I'application f est de classe C' sur & (E), en
particulier f est de classe C' surlsom (E). On sait d’aprés le cours que
I'application ¢ est de classe C' surlsom (E) et que

Dy (u)(h)=-u'ohou™", VYuelsom(E), Vhe £ (E).

v
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Donc I'application g est de classe C' surIsom (E) comme somme de
deux applications de classe C' surlsom (E). De plus, pour tous
uclsom(E)ethe Z(E)ona

Dg(u)(h) = Df(u)(h)+ Dy (u)(h)

= uoh+hou—h—u !

ohou~

D’ou

Vu € Isom (E)

_ - —1
Dg(u)(h)=uoh+hou—h—u "ohou vhe 2 (E)
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5) Calcul de g (1) et Dg (/) :
-Ona

giy=F I Fl=f—]tf=|

-D’aprés la question précédente, pour tout h € £ (E) on a

Dg(l)(h) = loh+hol—h—I""ohol™
= h+th—h—h=0.

Donc
Dg(l)=0.

- Montrons qu’il existe une boule fermée B C Isom (E) centrée en |
et de rayon r > 0 telle que

1

vueB, [Dg(u)] <.

v
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Notons que B(I,1) C Isom (E) (carsiu € £ (E) tel que||l — u|| < 1
alors u € Isom (E)).

Puisque g est de classe C' surIsom (E), alors Dg est continue sur
l'ouvertIsom (E), en particulier Dg est continue en | = idg € Isom (E).
Donc pour e = %, il existe r > 0 (auquel nous pouvons imposer de
vérifier r < 1) tel que pour tout u € Isom (E) on a

lu— 1] <r=Dg(u)l = IDg(u) — Dg (Nl <

N =

Soit E_: B (I, r) la boule fermée de centre | et de rayon r dans £ (E).
Alors B C Isom (E) et

Vue B, |[|Dg(u)l <

N —
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6) - En déduisant queVu € B, ||g(u)— /|| < 5|u—1|.
D’apres ce qui précede, I'application g est différentiable sur Isom (E),
et sur la boule fermée B C Isom (E) on a

1

Yue B, ||Dg(u)| < 5>

Donc d’apres le TA.Fon a
1 =2
lg(w) =gl <5 llu—vl, V(uv)eB.

En particulier, en prenant v = I, on obtient

1 _
lg(u) =Ml < 5 llu=1l, VueB. (5.1)

v

Aziz ELBOUR (FST Errachidia) Calcul différentiel 2021-2022 62/89



Exercice 5

-En déduisant que B est stable par I'application g.
Il s’agit de montrer que g (B) C B.
Soit u € B. Alors d’aprés l'inégalité (5.1), on a

I’
lg(u) -1l <3 IIU— <3<

Donc g (u) € B. D’ou

g(B) cB.

7) Soit uy € B et I'on définit par récurrence u,,1 = g (un) pour tout
n € N. Montrons que la suite (uy) .y converge vers |.
La suite (Un) .oy €St bien définie puisque B est stable par I'application

g. )
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D’apreés l'inégalité (5.1), on a

1
lunts =1l =11g (un) = Il < 5 llun = II|,~ (Vn € N)
Donc par récurrence facile on a
1
lun =1l < z5 lio =1l (Vn€N)

On en déduit que

lim [jup— I =0
n—-+o00

Autrement dit, la suite (Up) . cOnverge vers I.
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@ Exercice 6
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Exercice 6

On munit R? de la norme euclidienne ||(x, y)|l» = v/ X2 + y2. On
consideére la fonction f : R? — R? définie par

f(X,y):(X—garctany,y-l—%\ﬂ—l-Xz), V(x,y) € R2.

1) Montrer que la fonction f est de classe C' surR? et que
Df (x,y) € Isom(R?,R?) pour tout (x, y) € R?.

2) Montrer que la fonction f est une bijection de R? sur R?.

3) En déduire que f est un C'-difféomorphisme de R? sur R?.

4) Déterminer Df~" (0, %) .
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1) Montrons que la fonction f est de classe C' surR? et que

Df (x,y) € Isom(R?,R?) pour tout (x, y) € R?.
La fonction f est de classe C' sur R? car ses deux composantes

fi : R2 — R
(x,y) — X—%arctany
et
f,: R? — R
(x,y) — y+3V1+x2
le sont.

v
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1) Montrons que la fonction f est de classe C' surR? et que
Df (x,y) € Isom(R?,R?) pour tout (x, y) € R?.
La fonction f est de classe C' sur R? car ses deux composantes

fi : R2 — R
(x,y) — X—%arctany
et
f,: R? — R
(x,y) y+% 1+ x2

le sont. En effet, les dérivées partielles de f; et f, existent

of, ofy -2
— X, =1 ; —_—
ox ) oy "V "33 77
afg X . af2 _
xSV =5m=s i Gy xN=T1

v
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et sont continues sur R?. Le jacobien de f en chaque point (x, y) de R?
est égal

-2
%(x,n %(x,y) _ 1 () | 14 X
ax (Xy) B (xY) e | 3(1+y2) v1+x2
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et sont continues sur R?. Le jacobien de f en chaque point (x, y) de R?
est égal

-2
S(xy) 5 y (X.¥) L 3(102) | _ ¢4 X
% (x,y) 6fe(x NN e 3(1+y2) Vi + 22
Ona
x| L RN (R N |
3(1+y2)Vvi+x2 38 Viyx2 1+y273
x|
(Car\/+_<1et1+y2<1).
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et sont continues sur R?. Le jacobien de f en chaque point (x, y) de R?
est égal

-2
a (6y) gy (x.) R o N .
g—%(x,y) 6 y (X.¥) 2\/:+x2 L 3(1+y2) V1+x2
Ona
x| L RN (R N |
3(1+y2)m 3" Vi+x2 1+4y2°3
x|
(car\/+_

X <
3(1+y2)vV1+x2 "~

3<1+
3=

W

v
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Donc

S (x,¥)

52 (x,y) % y (XY)

£0
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Donc - 8)‘1
ox X, .y) (X y) 7é 0
% (x,y) "”2 (X )

D’ou

Df (x,y) € Isom (]RZ,R2> V(x,y) € R2.
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Donc - 81‘1
Ox X7.y) (X y) 7é 0
‘ % (x.y) afz 2 (x.y)
D’ou

Df (x,y) € Isom (]RZ,RQ) V(x,y) € R2.

2) Montrons que la fonction f est une bijection de R? sur R?.
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Donc - 81‘1
X (X’ y) (X y) # 0.
‘ 9% (x,y) afz 2 (x,y)
D’ou

Df (x,y) € Isom (]RZ,RQ) V(x,y) € R2.

2) Montrons que la fonction f est une bijection de R? sur R?.
Soit (o, 8) € R? donné. Montrons que I'équation

f(x,y) = ()] (6.1)

admet une solution et une seule dans RZ.
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L'équation (6.1) est équivalente a

2 _
X —garctany =«

y+IViTxE=5

v
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L'équation (6.1) est équivalente a

2 _
X —garctany =«

y+IViTxE=5

c’est-a-dire,

o+
8 —

arctan y

Vit

N|—=WIN

X
y

v
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L'équation (6.1) est équivalente a

X —2arctany = «
y+iVi+x2=5
c’est-a-dire,
arctan y

Vit

N|—=WIN

X =+
y=5-

P (x,y) = (x.y)|

ou encore

avec ¢ est la fonction

p: RZ — R?

(x,y) — (a—i— Zarctany , B — 31 +X2>
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Exercice 6

Donc, un élément (x, y) € R? est solution de I'équation (6.1) si et
seulement si (x, y) est un point fixe de .
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Exercice 6

Donc, un élément (x, y) € R? est solution de I'équation (6.1) si et

seulement si (x, y) est un point fixe de .
La fonction o est de classe C' sur R? et sa différentielle en chaque

point (x, y) de R? est donné par sa matrice jacobienne :

2
J | By F(xy) )
» (X7y) - 8<p2 8(,02 —X 0
(%, ) (x,¥) 2112
2021-2022 71/89
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Exercice 6

Donc, un élément (x, y) € R? est solution de I'équation (6.1) si et

seulement si (x, y) est un point fixe de .
La fonction o est de classe C' sur R? et sa différentielle en chaque
point (x, y) de R? est donné par sa matrice jacobienne :

2 (x,y) % (x,y) ° WA
. ox 9 = ’
A ( 22y ey )T

|
™
o

Donc, pour tout (h, k) de R? on a

2k —xh
Dy (x,y) (h, k) = <3 (1+y2) 2m>
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Par suite,
100 (xy) (hR)E = (2K 2+(—‘X” )2
LA Y ) 2V + 22
4 x2
= K2+ h?
9(1-1-}/2)2 4(1+x2)
4., 1, 1 4
< §k +Zh (ona Z<§)
4/, 4 »
< 5 (K+m) =35l ols

v
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Par suite,
ok \° xh o \2
Do (x,y) (hK)2 = |-—" +(_—)
1D (x,¥) ( IS (3(1—1—}/2)) 2/ 1 x2
4 x?
— k2+ h2
9(1+y2)?  4(1+x3)
4., 1., 1 4
< §k +Zh (ona Z<§)
4 2 _4 2
< 5 (K+m) =35l ols
Donc
2
1Dp (X, y) (h, k)l < 3 I(h,K)llo, Y (x,y)€R? V(hk)eR?
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Dou

2
57
Sachant que R? est convexe (car c’est un espace vectoriel). Donc
d’apres le théoréme des accroissements finis on a :

1D (x, ¥)Il < V(x,y) € R2.

2 Y (x,y) € R?
letr) = o ()l <50 = p)|  Vox s e ge.

Aziz ELBOUR (FST Errachidia) Calcul différentiel 2021-2022 73/89



Exercice 6

D’ou )
1D ()l < 30 V(X )€ R2.

Sachant que R? est convexe (car c’est un espace vectoriel). Donc
d’apres le théoréme des accroissements finis on a :

V(x,y) € R?
V(x',y') € R2.

oty = (<3 < 2 620 = (5

Cela montre que ¢ est contractante de rapport % < 1. Et comme

(R2,|||l,) est complet, alors d’aprés le Théoréme du point fixe,
I'application ¢ admet un point et un seul.
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Exercice 6

D’ou
, Y(x,y) e R%

wl

Do (X, ¥)I| <

Sachant que R? est convexe (car c’est un espace vectoriel). Donc
d’apres le théoréme des accroissements finis on a :

2 Y (x,y) € R?
letr) = o ()l <50 = p)|  Vox s e ge.

Cela montre que ¢ est contractante de rapport % < 1. Et comme
(R2,|||l,) est complet, alors d’aprés le Théoréme du point fixe,
I'application o admet un point et un seul. Autrement dit, 'équation (6.1)
admet une solution et une seule dans R?.

v
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Exercice 6

D’ou

V(o, B) € R, 31 (x,y) e R?, f(x,y)=(a,).

Cela montre que la fonction f est une bijection de R? sur R?.
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Exercice 6

Autre méthode : L'équation (6.1) est équivalente a

X — —arctany—a

y+iV1+x2=3
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Exercice 6

Autre méthode : L'équation (6.1) est équivalente a

X—%arctanyzoz
y+3V1+x2=4

c’est-a-dire,

2 _
X —garctany =«

y=8-3V1+x2
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Exercice 6

Autre méthode : L'équation (6.1) est équivalente a

y+ivi+x2=5

2
{ X —zarctany = «

c’est-a-dire,
2 _
{ X —5arctany =«

y=8-3V1+x2
ou encore,
(S) X—a—%arctan(ﬁ—%\/‘quXZ):O
y=B8-3V1+x?
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Exercice 6

Considérons la fonction g : R — R définie par

gx) = X—a—garctan (B—%\H +X2)

3
2 1
= X—a+§arctan E\/1—|—X2—ﬂ .
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Exercice 6

Considérons la fonction g : R — R définie par

gx) = X—a—garctan (B—%\H +X2)

3
2 1
= X—a+§arctan E\/1—|—X2—ﬁ )
La fonction g est dérivable sur R, et pour tout x € R on a
X
gx) = 1+§>< CAARE 5
1+<% 1+x2-8
X 1
- iR : 2
1+<§ 1+x2—5)

v
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Exercice 6

Or

w| =
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Exercice 6

Or
x| 1 < 1
2 2 =3
WXy (pirxE-p) 3
alors
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Exercice 6

Or
X 1 1
2 2 —
WXy (pirxE-p) 3
alors
2<1+ X 1 <4
< s < =
3 3V1+X2 1+<% /1+X2—,8> 3
Donc,

g(x)>0, VxeR

Cela montre que la fonction g est strictement croissante sur R.

v
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Exercice 6

Or
X 1 1
2 2 —
WXy (pirxE-p) 3
alors
2<1+ X 1 <4
< s < =
3 3V1+X2 1+<% /1+X2—,8> 3
Donc,

g(x)>0, VxeR

Cela montre que la fonction g est strictement croissante sur R.
D’autre part, puisque

lim arctan (t) =

t—+o0 ’

NS

v
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Exercice 6

alors
1
: o _ 1 > _
Xll)rroog(x) = XﬂToo (X a+ arctan(2\/ 14+ X B)) +o0
et
lim g(x)= lim (X —a+ arctan(1\/1 + x2 — B)) = —00
X——00 X——00 2
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Exercice 6

alors
1
: o B 1 > _
Xll)rroog(x) = XETOO (X a+ arctan(2\/ 14+ X 6)) +o0
et
lim g(x)= lim (X —a+ arctan(1\/1 + x2 — B)) = —00
X——00 X——00 2

On en déduit, en appliquant le Théoreme des valeurs intermédiaires a
la fonction continue g, qu'il existe un unique x; € R tel que g (xp) =0
(le xo est unique car la fonction g est strictement croissante, donc
injective).
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Exercice 6

X —00 X0 —+00

400

—00

1

Posons alors yo = 8 — 54/1 + X5. Donc le couple (xo, yo) est 'unique

solution du systéme (S) dans R?. Autrement dit, (xo, o) est l'unique
solution de I'équation (6.1) dans R?.
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Exercice 6

X —00 X0 —+00

400

—00

Posons alors yy = 5 — % 1+ x3. Donc le couple (xo, yo) est 'unique

solution du systéme (S) dans R?. Autrement dit, (xo, o) est l'unique
solution de I'équation (6.1) dans R?.

V(a,ﬁ) ERZ,E”(X(),}/()) €R27 f(Xo,yo):((l,B).

Par conséquent f est une bijection de R sur R.
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Exercice 6

3) En déduisant que f est un C'-difféomorphisme de R? sur R?.
D’apreés les questions 1) et 2), on a
i) f estde classe C' surR?;
i) pour tout (x,y) € R?, Df(x, y) € Isom(R?,R?);
iii) f est une bijection de R? surR?.
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Exercice 6

3) En déduisant que f est un C'-difféomorphisme de R? sur R?.
D’apreés les questions 1) et 2), on a
i) f estde classe C' surR?;
i) pour tout (x,y) € R?, Df(x, y) € Isom(R?,R?);
iii) f est une bijection de R? surR?.

Donc d’apres le théoreme d’inversion globale, I'application f est un
C'—difféomorphisme de R? sur f (R?) = R?.
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Exercice 6

4) Déterminons Df~' (0,1) .
Puisque f est un C'—difféomorphisme de R? surR?, alors pour tout
(x,y) €R?, 0na

DI~ (f(x,y)) = [Df(x,y)] .
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Exercice 6

4) Déterminons Df~' (0,1) .
Puisque f est un C'—difféomorphisme de R? surR?, alors pour tout
(x,y) €R?, 0na

DI~ (f(x,y)) = [Df(x,y)] .

Or (0,0) = (0, 1). Donc Df~'(0, 1) = [Df(0,0)] " .
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Exercice 6

1

4) Déterminons Df~" (0, §
Puisque f est un C'—difféomorphisme de R? surR?, alors pour tout

(x,y) €R?, 0na

DI~ (f(x,y)) = [Df(x,y)] .

Or£(0,0) = (0, }). Donc Df1(0, }) = [Df(0,0)] .
Par suite, la matrice jacobienne de f~' au point (0, }) est

1
) E)

Ji-1(0
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Exercice 6

Par conséquent,

)(h,k) = (h+ =k, k)| Y(hk)eR2
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Q Notes
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Soitf : U — F une application d’'un ouvert U d’un espace vectoriel
normé E dans un espace vectoriel normé F. On suppose que
l'application f : U — F est n+ 1 fois différentiable dans U ;
Supposons qu'il existe un réeel M > 0 tel que

HD”“f(x)H < M, pour tout x € U.

Soient a € U et h € E tel que le segment [a, a+ h| soit contenu dans
U. Alors

_ Mjh|™
- (n+ )

Hf(a+h —f(a Zlek h)“
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Pour a € U et b € U tel que le segment |a, b] soit contenu dans U, on a

Mb— a||""
- (n+1)!

f(b) — f(a) — Zn: %Dkf(a) (b—a)
k=1 """

(En effet, il suffit de faire le changement de variable b = a+ h)
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Notes

Soit f : | — F une application d’'un intervalle ouvert | de R dans un
espace vectoriel normé F. On suppose que l'application f : | — F est
n + 1 fois dérivable dans | ; Supposons qu'il existe un réel M > 0 tel
que

Pour tous ac | ethe R telsque (a+ h) € I, ona

fn+1) (X)H < M, pour tout x € I.

‘h‘n+1

fla+ h) - f(a Zklhk 7m.
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Pouracletbel,ona

1(6) - (@)~ " (b - a) 19 (a)

k=1

M |b— g™
< — |
(n+1)!

(En effet, il suffit de faire le changement de variable b = a+ h)
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Notes

Soit f : | — F une application 2 fois dérivable dans /; Supposons qu’il
existe un réel M > 0 tel que

| (x)|| < M, pour tout x € /.
Pourac lethe Rtelque (a+ h)el,ona

Mh2

|f(a+ h) - Ka) — hf (a)] <

De méme, pourac lethe Rtelque (a— h) € l,ona

M h?
2 -

|[f(a— h) — f(a) + hf' (a)| <
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Soient u et v deux vecteur d’'un espace vectoriel normé E, et soit M un
réel positif. Si ||u + v|| < M alors

Jul < M+ lv]|.
En effet, d’aprés l'inégalité triangulaire on a
Jull = lu+v)+ (=)l < lu+ v+ lv]| < M+ v].
En échangeant les réles de u et v, on a aussi :

VIl <M+ lul].
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