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Université Moulay-Ismail Année universitaire 2020-2021
F. S. T. Errachidia Filiere : MIP

Département de Mathématiques Module : M 124 Algébre 2
Responsable : Prof. A. Sadrati

EXAMEN D’ ALGEBRE - SESSION NORMALE (30 Juin 2021)

Le sujet comporte 2 pages. L'épreuve dure 1h30.
Les documents, calculatrices et matériels électroniques non autorisés.

Exercice 1 : (5 pts)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit f € L(E) un endomorphisme
0 (ot 0 est I’endomorphisme nul

nilpotent d’ordre p € N*, c’est a dire fP =0 et frigd

de I’espace vectorniel E).
1) Montrer qu’il existe un vecteur ¥ € E,non nul tel que B = {u,f(u),fz(u), ---,fp-l ()}

soit une famille libre.

2) En déduire que si dimE = p alors B est une base de E.

3) Justifier pourquoi ms(X) = X7 est le polynéme minimal de I’endomorphisme f.

Exercice 2 : (10 pts) '
Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique B = {e),e2,€3}
est
-7 0 6
A= -8 1 6

-12 0 10 , V

2) a) Calculer le polynéme caractéristique de i
b) En déduire que sp(f) = {1,2}.

3) a) Déterminer les sous espaces propres de f.
b) f est-il diagonalisable ?

4) Soit P la matrice de colonnes i = (3,2,4),v= (0,1,0) et w = (—2,-2,-3).
a) Calculer P2. En déduire que P est inversible et donner P! (sans calcul).

1) Déterminer le rang de A.

b) En déduire que B = {u,v,w} est une base de R’.
5) Montrer que la famille B = {1, v,w} est formée de vecteurs propres de f.et donner

la matrice D de f par rapport a la base B.

6) Calculer A" pour tout entier n € N*.
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Exercice 3 : (5 pts)

On considere sur R? la forme quadratique g définie par:

= 2X7X3.
Ve = (11, x0,33) E RS, g(x) = — 5 + 8 + 2z~ 20K T 20
: ique g.
1) Trouver la matrice M et la forme polaire @ de la forme quadratique g S (4 Z\
‘15 i o
3 a{r 2) Trouver la signature de la forme quadratique ¢, en utilisant la méthode de Gaus ,
"1 ....q{: § 2

| isi ' ' ' choix.
3) Parmi les propositions suivantes, choisir celles qui sont vraies. Justifier votre

- =3, Y - le rang de g est rang(q) = 2.
\i 5 Mfﬂgm \/ - ¢ est non dégénéree.

\/ - g n'est ni positive ni négative. X - q est définie positive.

4) Déterminer une base orthogonale B’ de g et donner la matrice M' de g dans cette
base.
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Departement de Mathématiques Module : M 124 Algebre 2
Responsable : Prof. A. Sadrati
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EXAMEN D’ALGEBRE - SESSION NORMALE (09 Janvier 2020)

i —

| Le sujet comporte 2 pages. L'épreuve dure 1h30.
_Lﬁ's documents, calculatrices et matériels électroniques non autorisés.

—

Exercice 1 : (5 pts)

On considére la matrice A = (: {I))

1) Calculer A* en fonction de A et de I, ou I, est la matrice identité d’ordre 2.

2) Montrer que pour tout M € M (R), MA%? = A’M < MA = AM.

3) Calculer A8.

Exercice 2 : (8 pts)

m+2 -2 0
Soit la matrice A,, = 0 m 0 ) oum € R.
1 —1 m+1

1) Déterminer les valeurs propres de A,, et les sous espaces propres associés.

2) a) Montrer que A,, est diagonalisable sur R.
b) Déterminer une matrice inversible P € M3(R) telle que D,, = P~ 'A,,P soit

diagonale.
3) Calculer (A_»)" pour tout n € N*.

4 Soient les suites réelles (x,), (yn) et (z,) définies par les relations :

Xn+1 = —2Yn
Yn+1 = —2Yn VneN, avecxg=1l,yp=1etzg=—1.
In+1 = Xn —Yn —4n
Xn
On note U, = | yn | pourtout n € N,
Zn

a) Montrer que U, = (A_2)"Uy, Vn € N*,
b) ]?.n déduire x,, y, et z, en fonction de n.
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Exercice 3 : (7 pts)
- Soit g, la forme quadratique définie sur R" par :

Gn(x) _x|+22x2+2 E XiX |

| <i<j<n

avec n > 3.

1) Donner la matrice de g, dans la base canonique de R".

On prendra dans toute la suite n = 3, et on €crira g = g3.

2) Vérifier que, pour tout x = (x],x2,x3) € R3,

q(x) = x% T ZX% 4 2x1x2 + 2x1x3 + 2x3x3.

3) Réduire, en utilisant la méthode de Gauss, la forme quadratique q.

4) En déduire le rang et la signature de q.

5) Déterminer une base orthogonale de g.

6) Ecrire 1a matrice de g dans cette base.
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Fl:JnI‘VGI'SIté M?thlay-lsma'i'l Eiliere : MIP

. S. T. Errachidia Module : M 124

Département de Mathématiques -
Responsable : Prof. A. Sadrati

SESSION NORMALE (DECEMBRE 2018)

EXAMEN D’'ALGEBRE -
Durée : 1h30

ents, calculatrices et

Le sujet comporte 2 pages. L'épreuve dure 1h30. Les docum
matériels électroniques non autorisés.

Exercice 1 : (4 pts)
Soit

2 1 9
A=(0 2 1
0 0 2

Pour tout n € N*, calculer A".

Exercice 2 : (10 pts)
Soient (u,,), (v,) et (w,) les suites définies par :

3u,+2
up+2 '

V>0, ussi Vptl = 3Van+2wp € Wpy| = Vg + 2wp.

On suppose que ug = 0, vo =up €t wWo = L

Vn

1) Montrer que, Vn 2> 0, u, = oy

2) a) Trouver une matrice A, telle que

VYn >0, (V"H) = A. (V") .
Wn+l Wp

b) Trouver une matrice inversible P et une matrice diagonale D, telles que

A= PDP L.

c) Calculer A” et en déduire v,, w, et 5133 Un
n o0
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Exercice 3 : (6 pts)

1) Décomposer en somme de carrés de formes linéairement indépendantes la forme

quadratique sur R}suivante :

q(x,y,z,t) =y2 -|»-22 —4x7 — 4xt + 2yz.

Quelle est sa signature €t son rang /

2) Soit @ une application bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E, et soit () sa

forme quadratique. Soient fi,..., fr des formes linéaires indépendantes, telles que

Q s’écrive sous la forme :

Vx€ E, Q(x)= gz,,-(ﬁ(x))z,

avec ,; e Ret A; #0pourtouti=1,...,r.

a) Rappeler la définition du noyau d’une forme bilinéaire symétrique.

b) Vérifier que la forme bilinéaire symétrique ¢ associée a Q est donnée par :

Va,y €E, 9(xy) =Y Afix)fi0):

i=1
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Année universitaire 2018-2019

Filiere : MIP
Module : M 124

Université Moulay-Ismail

F. S. T. Errachidia

Département de Mathématiques
Responsable : Prof. A. Sadrati

EXAMEN D’ALGEBRE - SESSION DE RATTRAPAGE (JANVIER 2019) -
Durée : 1h30

Le sujet comporte 2 pages. L’épreuve dure 1h30 heures. Les documents, calcula-
trices et matériels électroniques non autorisés.

Exercice 1 : (6 pts)

Soient A et B deux matrices de M, (R) semblables.

1) Montrer que si I’'une des deux matrices A ou B est inversible, alors 1’autre aussi.

2) Montrer que si I'une des deux matrices A ou B est nilpotente (c’est-a-dire 1l existe
un entier n tel que A” = 0), alors I’autre aussi.

3) Montrer que si B = Al, (A € R), alors A = B.

Exercice 2 : (8 pts)
On note B = {e;, €2, e3)} la base canonique de R et on définit les vecteurs :

fi=e +er+es fp=e +er—2ezet f3=e —e;.

1) Vérifier que B’ = {fi, /2, /3} constitue une base de R>.
2) Soit x = x;e; + x2€3 +x3€3 (x1,%2,%3 € R) un vecteur quelconque de R>. Calculer
ses coordonnées dans la base B' = {f1, /2, 3}

3) Soit f I'application linéaire de R? dans RR3, dont la matrice dans la base canonique

est v
4 3 3
A=1|3 4 3
3 3 4

Déterminer la matrice D de f dans la base B'.
4) Calculer, pour tout n € N*, la matrice D". En déduire la matrice A"
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Exercice 3 : (6 pts)

3 2 -1
a) Calculer le déterminant de la matrice A = (2 2 l).
g

b) En déduire que le systéme suivant est de Cramer :

3Ix+2y—z=2
(S) { 2x+2y+z=1
x+2y+z=2

¢) Donner la solution du systéme (S).

d) Inverser la matrice A.

e) Retrouver le résultat de c) en utilisant d).
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Université Moulay-lsmail Année universitaire 2018-2019
F. S. T. Errachidia Filiére : MIP

Département de Mathématiques Module : M 124 Algébre 2
Responsable : Prof. A. Sadrati

EXAMEN D’'ALGEBRE - SESSION NORMALE (25 JUIN 2019)
Durée : 2h

Le sujet comporte 2 pages. L'épreuve dure 2h.
Les documents, calculatrices et matériels électroniques non autorisés.

Exercice 1 : (8 pts)
Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique C = {e,€2,€3}

est
. 1 1
A= (0 2 D) :
0.1 1

1) Calculer le polynéme caractéristique et le polyndme minimal de A.

2) En déduire que A est trigonalisable mais qu’elle n’est pas diagonalisable et que
son spectre est sp(f) = {1,2}.

3) Déterminer les sous-espaces propres E| et E; de A.

4) Onpose u = (1,0,0),v=(2,1,1) et w= (0,0, 1) des vecteurs de R> . Montrer que
B = {u,v,w} est une base de R>.

5) Calculer la matrice T de f dans la base B.
6) Pour n € N, calculer 7" et en déduire A".

Exercice 2 : (S pts)
Soit le systéme linéaire suivant (avec (&,m) € R?) :

(x—1)x+y—z2=m
(Sam)§ x+ay+z2=m
x+y+oaz=m+2

Donner, en justifiant vos réponses, le nombre de solutions de ce systéme selon les
valeurs de @ et de m (les solutions ne sont pas a calculer).
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pxercice 3 : (4 pts)
~ Soit A € M, (R) une matrice carrée d’ordre n telle que ‘A = —A, ol ' A désigne 1a ma-

rice transposée de A. Soit B = {e},e3,...,e,} une base de R”. Soit @ la forme bilinéaire
4e R" dont la matrice dans la base B est A. Soit x et y deux vecteurs de R” représentés
dans la base B par les matrices colonnes X et ¥ respectivement.

1) Donner @(x,y) en fonction de X, Y etA.

2) Montrer que pour tout couple (x,y) de vecteurs de R", ona o(x,y) = —@(y,x).

3) Montrer que pour tout vecteur x de R”, ona @(x,x) =0.

4) En déduire que A ne posséde aucune valeur propre réelle non nulle.

5) En déduire que sl A est non nulle, alors A n’est pas diagonalisable sur R.

' : (3 pts) ! '
Exe;:::; la(v:lcur de A dans R, étudier le rang et la signature de la forme quadranque

définie pour (JC,)’:ZJ) € R4 par
; 2
;)=x2+(4+l))'2+(1+41)12+}" A

+2xz+4(1 - A)yz+2Ayt+(1-44)2-
q(x,2
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Hasgonsable : Prof. A, Sadrati

EXAMEN D’ALGRBRE - SESSION DE RATTRAPAGE (JUILLET 2019)
Durée : 1h30

Le sujet com

porte 2 pages. L'épreuv
Les docume preuve dure 1h30 heures.

nts, calculatrices et matériels électroniques non autorisés.

Exercice 1 : (5 Ppts)
Soit A une matrice de M; (R) dont le polynéme caractéristique est

Ca(X) =X>-2X2 43X +2.
a) Exprimer A~! en fonction de I, A et A2.

b) Exprimer A> en fonction de /3, A et A2.

Exercice 2 : (8 pts)
Soit f1’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique B = {e),e3,€3}

est

4 -5 5

A=|3 -4 5. SN\ )
3 O 1 e ' 3

1) Montrer que A = —1 est valeur propre de A et trouver un vecteur propre, noté v,
associé a cette valeur propre.

2) Montrer que B’ = (v, eg,e_v,l} est une base de R>. Donner la matrice(@de f dans
cette base, ' / N B

o

3) a) Quelles sont les valeurs propres de f?

5
N
b) f est-il un isomorphisme de R3? ( &

4) En utilisant la matrice 7, calculer A” pour n € N.

J val-p |
5i det(p-dn) =@
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= Soit @ R xR

~ = R I'application définie pour x = (xy,x3,x3) et y = (y\,y2,y3)

PLx,¥) = xy, Xy + xyv3 4 xavy.
1) Montrer que @ est une forme bilinéaire symétrique sur RY.

2) Donner la matrice de @ dans la base canonique. Quelle est la forme quadratique g
associée A @ 7

3) Donner le rang ainsi que le noyau de g.

4) Appliquer la méthode de Gauss a q et donner sa signature.

5) Donner une base g-orthogonale.

6) Quelle est la matrice de g par rapport a cette base ?

@ TQW_QOQO
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Université Muulay—-lsma'ﬂ

F. S. T. Errachigia Année universitaire 2017-2018
Département de Mathé Section : MIP S2

mati
Hesp_onsable - Prof. A, Sat:::'qal:ies R

EXAMEN D'ALGEBRE (Pour les libres)
Durée : 1h30
Exercice 1 : (4 pts)

On CDﬂSidérE ]'ES .
Space vectoriel £ = R2 : :
la forme quadra tique définie sur R? par :rapporté a sa base canonique. Soit a un réel et g

9(x,y) = x* +y? + 2axy.
1) Réduire g par 1a méthode de Gauss.

2) Discuter suivant les valeurs de q, le rang et la signature de gq.

3) Déterminer une base {u,v} de R2 orthogonale pour g.

Exercice 2 : (6 pts)
Soient m et g deux parametres réels. On considére le systéme linéaire

mx—2y+z=1
(Sm,a) —2x+y+mz=a
xX+my—2z=1

1) Pour quelles valeurs de m, (S,4) est- - de Cramer ?
2) Discuter suivant les valeurs de m le rang du systéme (S, 4).
3) Résoudre le systéme (So,;) (m = 0 et a = 1) par la méthode des déterminants.

4) Résoudre le systéme (57 4). Discuter suivant la valeur du parametre a.

Exercice 3 : (10 pts)
On considére 1'application linéaire de R dans R3 définie dans la base canonique B =

{e;,e2,€3} par :

x = (x1,%2,%3); f(x) = (x1, =x1 +2x2,X) + 3x2 4+ 5x3).

1) Ecrire la matrice A de f dans la base B.
2) A est-elle diagonalisable ?
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3) Soient.ul = (1,1,-1),u; = (0, 1,=1),u3 = (0,0,1) des vecteurs de R3.
a) Vér}ﬁer que B' = {u,u,, u3 } est une base de R,
b) Ecrire la matrice P de passage de Ba B'.
¢) Calculer P!,
d) En déduire la matrice A’ de f dans la base B'.

4) Calculer A", Vn € N.

S) On considere 3 suites (4;)neN, (Vn)neN €t (Wn)nen définies par :

Upn = Up—1 ug =1

Vp = —Up—1+2Vp-| avec { vo =2

Wy = Up—1 + 3Va—1 +3Wy—1 wo =3

Exprimer u,, v, €t w, en fonction 7.
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Université Moulay-lsmail Année universitaire 2017-2018
F. S. T. Errachidia Section : MIP S2
Département de Mathématiques Module : M 124

Responsable : Prof. A Sadrati

EXAMEN D’ALGEBRE - SESSION NORMALE (JUIN 2018)
Durée : 2h

Le Sujﬂf‘fﬂmpﬁftﬂ 2 pages. L'épreuve dure 2 heures. Les documents, calculatrices
et matériels électroniques non autorisés.

il

Questions de cours : (2 pts)

1) Rappeler a quelles conditions deux matrices A et B données sont dites semblables.

2) Montrer que deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique.

Exercice 1 : (3 pts)

Soient A et B deux éléments de M, (C). Montrer que AB et BA ont méme polyndme
caractéristique.

Exercice 2 : (6 pts)
. ]
On considére la matrice /= [0 —1 2| et I'’endomorphisme f de R’ de matrice J
[
dans la base canonique de R
R R
On consideére, pour tout nombre réel a, la matrice carrée M; = |0 a—1 2
s 1 a

1) Déterminer les valeurs propres ct les sous-espaces propres de f.

2) a) Montrer que J est diagonalisable.
b) Déterminer une matrice réelle diagonale D d’ordre trois et une matrice réelle
inversible P d’ordre trois telle que J = PDP~".

3) En déduire, aprés avoir exprimé M, en fonction de I3 et J, que pour tout nombre
réel a, il existe une matrice réelle diagonale Dy d’ordre trois, que I'on calculera,

telle que M, = PD,P .

4) Quel est I'ensemble des nombres réels a tels que M, soit inversible ?

i
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1) Calculer A, et As.

2) Démontrer que, pour n > 2, 0on 4 Ap42 = 34041 — 2A,.

3) En déduire la valeur de A, pour tout n > 2.

Exercice 4 : (S pts)
Soit g la forme quadratique définie sur R? par :

q(x,y,2) =x* 4 (1 +a)y’ +(1 +a+a®) + 2xy —2ayz.
1) Donner la matrice A de g dans la base canonique de R3.

2) Calculer le déterminant de A.

3) Pour quelles valeurs de a la forme quadratique q est-elle non dégénéree
4) Réduire g et donner son rang et sa signature en fonction de a.

5) Déterminer une base orthogonale pour g.

6) Quelle est la matrice de g par rapport a cette base ?
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Université Moulay-lsmail Année universitaire 2017-2018
F. 8. T. Errachidia Filiere : MIP

Département de Mathématiques Module : M 124

- — —— — -

EXAMEN D’ALGEBRE - SESSION DE RATTRAPAGE (JUILLET 2018)
Durée : 1h30

Le sujet comporte 2 pages. L'épreuve dure 1h 30min. Les documents, calculatrices
et m&ténel_si €lectroniques non autorisés.

Exercice 1: (8 pts) 1
On considere I’espace R? muni des bases B = {e1 =(1,0,0),e2=(0,1,0),e3=(0,0,1)} |
et B’ = {u=(1,0,1),v = (0,1,0),w = (1,0,—1)}. Soit f I'endomorphisme de R> dont

la matrice associée relativement 2 la base B est donnée par

T SR
A=|0 -1 0].
vl

1) Donner I’expression de f(x,y,z) pour (x,y,z) € R>.

2) Montrer que f est bijective.

3) Calculer f(u), f(v) et f(w). En déduire D = Mp(f) la matrice associ€e a f relat-
vement 2 la base B’

4) Donner P la matrice de passage de B vers B’ et calculer son inverse P~

5) Calculer A” pour n € N.
Exercice 2 : (7 pts)

Soit M = (: ji :;i) un élément de Mz (R), o A € R.
1) Donner I'expression de
base canonique de R?.
ant la valeur de A, étudier la signature de la forme quadratique g.
- : e inversible P et une matrice dia-

On - ppose que A # — 1. Déterminer unc matrice !
onale D telles que D = 'PMP.

la forme quadratique g associée 2 la matrice M dans la

5 K4
[
-
_ L j 4 k
i : 5
iA e . . -
R e
L .3 R {
ol - T
. L -
J—. - )
= - -
; »>
- ¥ - =
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Jniversité Moulay-Ismail Année universitaire 2016-2017
F. S. T. Errachidia Section : MIP S2

Departement de Mathéematiques Module : M 124

Responsable : Prof. A. Sadrati

e — e — o —

EXAMEN D'ALGEBRE - 19 JUIN 2017
Durée : 2h

Le sujet comporte 2 pages. L’ épreuve dure 2 heures. Les documents, calculatrices et té-
Iéphones portables sont interdis.

Exercice 1 : (6 pts)
Soit g, la forme quadratique définie sur R" par :

qn(x) =x%+2nilx?+2 E XiX;

i=2 1<i<j<n

avec n > 3.

1) Donner la matrice de g, dans la base canonique de R”.
On prendra dans toute la suite n = 3, et on €cnra g = g3.

2) Vérifier que, pour tout x = (x1,X2,%3) € R3,
g(x) = x% +2x% + 2x1x2 + 2x1 X3 + 2x2X3.

3) Réduire, en utilisant la méthode de Gauss, la forme quadratique g.
4) En déduire le rang et la signature de g.

5) Déterminer une base orthogonale de g.

6) Ecrire la matrice de g dans cette base.

Exercice 2 : (4 pts) _
Soit @ € R et on considére le déterminant d’ordren > 2:

i § s v & 2
E B » &
B 1 « « 3 lI
Ag=|. - - . .

1
o
o

1) Calculer A; et As. .
2) Trouver une relation de récurrence entre A, et O ).

3) En déduire la valeur de A,.
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Exercice 3 : (10 pts)
Soit |'espace vectoriel £ = R’

muni de 1a base canonique B = {e1,e2,€3} €t

-2 00
A=13 1 3
3 o5 i

la matrice d’un endomorphisme f de E dans la base B.
1) La matrice A est-elle diagonalisable ?
2) Montrer que la famille B' = {e},€3,€3}, avec e; = (1,0, —1),¢5, =(0,1,—1) et
e; = (0,1,1), est une base de E.

3) Ecrire la matrice D de f dans la base B'.

4) déterminer la matrice de passage P de la base B 2 la base B’ et calculer P~ !
Pour toute matrice carrée M d’ordre 3, et pour tout entier n € N, on pose :

1 - -
];,(M)=I3+1—!'M+5M ++FM :
5) Montrer que T,(A) = PT,(D)P~".

6) Calculer T, (D) sous forme matricielle, puis calculer lim 7;(D).

N—> +4o00

7) En déduire lim 7,(A).

n—7-+o9°
Indications
. 1 I
. On rappelle que : Vx € R, nll.ﬂm (1+ fx+ 2—,.12 T 2 j,%JL‘") =,

. SiM, = ( a;}) est une suite de matrices dépendant de n, on définit : EﬂmMﬂ

; . N
comme étant la matrice (" _1_15:_1* .,.,aij) _

. La matrice lim 7,(M) s’appelle I’exponentielle de la matrice M.
n——+99
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Année universitaire 201 6-2017

Université Moulay-lsmail
F. S. T. Errachidia Section : MIP S2
Département de Mathématiques Module : M 124
Responsable : Prof. A. Sadrati i
EXAMEN D’ ALGEBRE (Rattrapage-Juillet 20 17) |
Durée : 1h30 }.

Le sujet comporte 1 page. L'épreuve dure 1h30. Les documents, calculatrices et télé-
phones portables sont interdis.

Probléme. On considere I’espace vectoriel £ = R3 muni de la base canonique
. E —» E I’application linéaire définie par :

B = {e;,e2,e3}. soient m € R et fy,

foe)) =me;+ez+e3, fnle2)=e1+mez+es, fmles)=e1+e2Tmes:

1. Bcrire la matrice A,, = Mg(f;») de fin dans la base 5.
2. Calculer le déterminant det(4,,) de la matrice Apm.
3. Pour quelles valeurs de m la matrice A,,,%st-ellc inversible ?
On prendra dans toute la suite m = 2, et on écrira f = fa et A = Aj.
4. Déduire que 1’endomorphisme f est bijectif, et déterminer la matrice Mg(f~"') de

I’endomorphisme f~! dans B.
5. Trouver une base {u;,u2} du sous-espace vectoriel ker(f — Idg) ot Idg est I'endo-
morphisme identité de E.

= {uy,u2,u3} est une base de E.

6. Soit le vecteur 3 = (1,1,1). Montrer que B’
7 Déterminer la matrice D = Mp/(f) de f dans la base B

8. Calculer D" pour n = 1.

9. Berire la matrice de pzcsage P de la base B ala base B'.
det(D") pour n > 1. En déduire la valeur de det(A").

10. Montrer que det(A”) =
2 ¥ 3

) 2 1
002
matrice diagonale et N une matrice dont la diagonale est nulle.

sous la forme T = J + N avec J est une

11. Décomposer la matrice 7" =

12. Calculer les puissances N2,N3,N4,...
13. En déduire 7" pour n 2> 1.
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