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Exercice 1
Partie I

1)a- Montrer que (VX € R)Zl+ x<eX

Considérons la fonction h définie sur R par : h(X) =e¥ —(1+ X)

La fonction h est dérivable sur R par : h’(X) = (eX )' —(1+ X)’ =e*-1

D’otl le tableau des signes de h' -

X —0 0 +o0

h'(x) - 0 +

Donc la fonction h est strictement décroissante sur ]—O0,0] et strictement croissante sur[0,+00[.

Donc h(O) c.a.d 0 est la valeur minimale absolue de h sur R.

On en déduit que lI'on a : (VX IS R):O < h(X). Et par suite,on a : (VX eR)Zl+ x<ex,

)

2)

2
b- Déduisons que l'on a : (VX S +oo[):x?+l+ x<e*

Soit X€[0,+o[, ona: (Vt €lo, X]) 1+t <e! etcommelafct: t—=> 1+t etlafct: t > e'sont

continue sur R et en particulier sur le segment [0, X} etcomme 0<X alors I(l+t)dt < Jetdt
0 0

X

h t2 X2 f tae ot 1X _ ax

et comme !(1+t)dt:{t+§}ozx+7 etz[e dt—[e ]O—e -1
2

Et par suite, on a : X?+1+XSGX.

X
Pour tout X €[0,+o[, on pose | (X) == jte—tdt
0

2
2)a- Soit X € [O, +oo[, montrons que | (X) < X7 .

Ona, (Vt €|[o, X]) - e <1 et comme (V'[ €0, X]) : 0<t alorsona, (V'[ €l[o, X]) tet <t

etcommelafct: t+>1 etlafct: t > 1€ sont continue sur R eten particulier sur le segment

[0, X] et comme Q<X alors Ite_tdt < Itdt.
0 0

X X 2 X 2 2
et comme | (X) = jte‘tdt et Itdt L alors,ona: | (X) < X .
5 5 2 g 2 2
2)b-Soit X € [O, +oo[, montrons que | (X) =—xe *—e*+1.
Ona:
X

1 (x)= I'te‘tdt = Tt(—e—t) dt=[-te™t] - [t'(-e7t)dt=-xe™ —]('—e‘tdt
0 0 0 0

=—xe™-[e] =-xe*-e1
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X _y—
3) Soit la fonction Q définie sur ]0,+o0[ par: @ (X) = ex—;(l :

X
3)a- Soit X e ]O, +oo[, montrons que % <g (X) < % .

2

2
Ona,d’aprés1)1)b: X? <e*-x—letdaprési)2)a et])2)b: —Xe* —e ¥ +1< X7 eten

2
multipliant les deux membres de cette deuxiéme inégalité par €* on obtient: —X —1+€* < X

—€
2
X2 e
En combinant entre les deux et en divisant les trois membres par X> on obtient : — <e* —X—1< >
X2 e
cad —<(Q(X)<—=.
5 S9(X) <5
3)b- On d’apres la question précédente, (VX €], +oo[) : 1 <0 (X) < ﬁ et comme lim i = 1
2 2 x-0" 2 2
. 1
Alorsona : )!Lrgl g (X) =5

Partie Il

. . i _ _ X . 1

Soit la fonction f définie sur [0,+oo[ par: f (X) =X g% Sl X#0 et f (0) =5
1) Ona: lim f (X): lim ;:O (car lim € _ lim xe* =+00 )
X—>+00 X—>+oo @X 1 X240 Y X0
X xe’
Comme lim f (X) =0 alors la courbe (C) admet la droite d’équation Y =0 comme
X—>400
asymptote horizontale au voisinage de +o.
: : 1 1 . oeX-1 .oel-1
2)0n a: X|I_>r!)1 f (X) = xILerW =5= f (0) (car )!I_)FB'LT —tILrng =1 (on poset =2X)
2e* 5%

Et lime*=1).
x—0*

Donc T est continue a droite en 0.

3)a- Soit x €]0,+oc[, ona:

f(x)—f(O):( X _ljl= X 1_ex—e‘X 1:]‘()() 2x—e*+e* 1
X gf—e 2)x ef-e* 2X X
2x—e*+e* )1 N e —2xe* -1
e R e

3)b- Soit x €]0,+oc[, ona:

e —2xe* -1 ¥ -2x—1+2x—2xe* _

e —2x—-1 2xe* —2x
2 - 2 2 -
2X 2X

(2x)2 2%

2x(e* -1 e —1
= Zg(2x)—%= 29(2x)- "
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3)c-0na, (vxe o, 4e) : w:_e*f (x)[wj:_e‘xf (X)(Zg(zx)—exx—lj

2x°

X

1 ] )
Et comme I|m f( )=E , lim—e™*=-1, lim €

x—0*

1 e JLT g (ZX):tILr(E] g (t) :%(on poset =2X)

x—0* x—0" X

. f X)— f 0 2
Alors |Ir51 LO() =0eR, donc T estdérivable a droiteen O etona: fd (O) =0.
x—0" X —

1) 4) Pour tout X €[0,+0[, on pose J Jtetdt
4)a- Soit XE]O, +oo[, montrons que : 0< | ( )_ J (X ( )
Comme (Vt el[o, X]) : —t <t alors 0(e™' <€' et comme (V'[ €|[o, X]) :0<t alorsona,
(Vte[o,x]) : 0<te™' <te'

et comme la fct: t+>1e7t et la fet: t > te' sont continue sur R et en particulier sur le segment

[0, X] et comme Q<X alors 0< _X[te_tdt < j‘tetdt cad 0<I (X) <J (X)
0 0

4)b- Soit X €[0,+o0[, montrons que J (X) = (X —1)eX +1.

Ona:
jtetdt jt (e") dt tet jt' (e")dt =xe* - jetdt

= xe* —[e‘]o = xe* -e*+1=(x-1)e* +1

4)c- Montrons que (VX e 10, +oo[) : f1(X)= M :
@)
Ona, (VXE]O,-'—OO[) . f(X):ﬁ

Comme la fct: X+ X et la fct : X > X —e™* sont dérivable sur R et en particulier sur ]O, +oo[

Et comme (VX c ]O,+oo[) : € —e™ 20 alors la fonction T est dérivable sur ]0,+0c[ etona:

—e™)-x(e" —e‘x)' efe—x(e*+e)

(Vxe]0,+o0[) : f'(x)z(ex _Xe_xj _* (e (ex_e_x)z (ex_e_x)z
D’autre part,ona: | (X)—J (X):(—Xe_x e X +1)—(Xex —eX +l):eX —e™* —X(eX +e*X)
1(x)-J(x)

Donc on a, (VX € ]O,+oo[): f "(X) :m.

4)d- Ona, (VXe]O,+oo[): f’(X)—I(((aXX)_;eJX());) et comme (VXe]O,+oo[) : (eX _e*x)2>0 et

(VX € ]O,+oo[) : 1(X)-J(x)<0 (d'aprés Il) 4)a-) alors on a, (VX € ]O,+oo[) : f'(x)<0
Donc T est décroissante sur ]O, +oo[ et comme elle est continue a droite en 0 alors elle est

décroissante sur [0, o[ .
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5) Pour la bijection nous aurons besoin de la strict monotonie de f sur [0, +oo[ :
D’apreés la question précédente on a f est décroissante sur [O, +oo[, nous allons montrer qu’elle est

en fait strictement décroissante.
Pour cela, montrons la propriété suivante :

Si h est une fonction continue sur un intervalle | etsi (VX el ):h(x)>0 alors ona,

(V(ab)el? /a(b):ih(x)dx)O-

Preuve Soit H une primitivede h sur | .Ona: (VXE |)' '(x)=h(x))0, donc H est strictement

croissante sur |, donc pour tout (a, b)E 1%, si a(b alors H (b)—H (a))0 et comme

jh H(b)—H (a) alorsona: jh(x)dx>o
Ona, (Vxeo,+o)(Vce ]0,X[):J _[t e“)dt=.Tt(et—e‘t)dt+JX't(et —e™t)dt

Et comme (VX € ]O,+oo[)(VC € ]O, XD (Vt e[c, X]) t( el —et ))0 etlafct: 1 I—)t(et —e*‘) est
continue sur R ( et en particulier sur tout intervalle de R) alors on aq,
(VX € ]O, +oo[)(VC € ]0, XD : It (et —e“)dt>0 . Et comme (VX € ]O, +oo[)(VC € ]0, XD

X

t(et_e—t)dt=J (c)-1 (C)ZO alorsona, (VXe]O,+oo[): It(e‘—e‘t)dt cadona:
0

Oty O

Vxe]0,+e0[): J(X)=1(x))0. Et comme (VX €]0,+o0[): §- (X)= ()3 ( 2) alors on a

(e"—e™)

(VX € ]O,+oo[) : £'(x)<0. Donc f est strictement décroissante sur 10,400 et comme elle est continue

—

a droite en 0 alors elle est strictement décroissante sur [O, +oo[ )
Ona T est strictement décroissante sur ]0,+oo[ et comme T est continue sur [O, +oo[ ( car dérivable)

alors T réalise une bijection de ]O, +oo[ vers l'intervalle J = f (] [) }nm f (x), I|m f(x)[ } %[

6)a-M.q I'équt : T (X)=X admet une unique solution ¢ dans ]0,+oc[ ( & déterminer). On a (VX elo, +oo[)
X

*—e

=X

f(x)=x<:>e —
e*—e
<1-e"+e*=0(carx=0)

<= (e )2 —e* —1=0( enmultipliant les deux membres par e*)

(«-3) -
Sle—-Z | ==
2 4

=% —% = %[car e” —%}O, puisque X)0= e*)1 )

®x=|n(1+*/§]

2
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1+4/5
Et comme 1+£/§>1 alors In( +£/_

J

Et par suite I'équation : f (X)=X admet une solution unique dans [0,+oo[ qui est & = In(

1+\/§
> |
6)b- Représentation graphique de T et 7.

(C) et (C') avec demi-tangentes en A et A’

3.0 >
— (C) y = f(x)
— (C') réciproque
feem y = x
2.5 P
2.0 S
P'(0.34;1.6) el
3
To— 1.5 1 Kt ,,"
AT
© -~
= ,’
@ -~
2 -
@ P
1.0 - = s
1] -
E
(5] -
=]
A(0;0.5) .-~  demi-tangente horizontale de (C)
0.5 1 L
el A'(0.5;0)
0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
i
7) Uy=0 et (VneN):u,, = f(U,).

a-Montrer que (VneN) : 0<Uu, <

N

1 1
Pour n=0,0na: U,=0 et comme OSOSE alors 0< U, SE'
. 1 1
Soit ne N, supposons 0 <U, < 5 etmontrons que O<u,, <=
1
On a selon I'hypothése de récurrence 0 <U_ < 2 et comme T est strictement croissante sur [O, +oo[
1 1 1
alorsona: f > < f(u,)<f(0) etcomme f (O)=§ et 0 f > et f(U,)=U,,alors
n+l —

ona: 0<u <%.

1
On conclut d’apres le principe de récurrence que l'on a : (Vn € N) :0<u, < 5
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7)b- En admettant que (VX € |0, +o :—1<f' x){0 montrons que (YNeN) : U_.,—«a Slu - .
2 n+1 2 n

Comme f estdérivable sur 10, +oc[ et (VX € ]O,+oo[): f x)‘(% alors d’aprés le TIAF on a :
(V(a,b) o, +oo[2) : ‘ f (b)— f (a)‘ s%\b—a\ et comme o € |0,+0[ et U, €0, +o0] pour tout €N

alorsona, (VneN) : ‘f(un)—f(a)‘S% ,—a| etcomme f(a)=aet (VneN): f(u)=u,,

alors on a, (Vn eN) ; ‘u

1
n+1—a‘ Sz‘un _a‘ .
7)c-Montrons par récurrence que (Vn € N) : \un —0!‘ < (%j

Pour n=0,0na: U,=0 donc ‘UO —a‘ =a (cara)0) et comme O et T strictement croissante
1 1 1Y
sur [0, o[ alors f (a)(f (0) et comme f (a)=a et f (0):5 alors 0!(5 et comme > =1

0
alors ‘ 0{‘ (1j Donc la propriété est vérifiée pour n=0.

n+1

. 1Y
Soit n e N, supposons \un —0{‘ < (E et montrons que ‘unﬂ —0{‘ < 5
’ ‘ ) 1 n 1 1 1 n+l
On a, selon 'hypothese de récurrence \un —0[‘ < > et comme O<E alorsona: E\un —0{‘ < >
1 n+l
et comme d’apres la question précédente ‘unﬂ —a‘ < E‘un —a‘ alorsona: ‘unﬂ —0{‘ < (Ej .

On conclut d’apres le principe de récurrence que l'on a : (Vn € N) : \un —0{‘ < (Ej .

N—+0

7)d- Comme d’apres la question précédente(VNeN): \un —0[‘ < (%j et lim (%j =0 (car—l(%(l]

Alors la suite (U, ) est convergente etona: Iim U, =c.

Partie Il (Vxe[0,+e):F j f(t

1)a- Soit x € ]0,+o0[, ona (Vt e[X,ZX]).XSt et T strictement croissante sur [0, +oc[ alors

(Vt e[X,ZX]) f ()< f (X) et comme f est positive sur [0, +0c[ alors on a (Vt e[X,ZX]): o< f ()< f(x)
2X

et comme T est continue sur [0,+00[ et X<2X alorsona: 0< I f (t)dt < f(x)(2x—x)

cad 0<F(X)<xf(x).
1)b-Ona (Vxel0,+c) : 0<F(X)<xf (X) etcomme lim xf (x)= lim X — = lim .

X—>+00 X—>+00 e f— e

alors lim F(X)=0.

X—>+00
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6

au voisinage de +».
2)a-Montrons que F est dérivable sur [0,+o[ .
Ona f est continue sur [0,+o0[, soit G une primitive de T sur [0,+od].

Ona, (Vx€[0,+%[):F (X)=G(2x)-G(X).
Comme la fonction : X > 2X est dérivable sur [0,+o0[ et la fonctionG est dérivable sur [0,+oo| et

(VX €lo, +oo[) 1 2X €[0,+od[ alors la fonction : X > G(2X) est dérivable sur [0,+od[ ( composée de

deux fonctions dérivables) donc F est dérivable sur [0, +oo[ ( somme de deux fonctions dérivables).

2)b- On g, (VX €[0,+o]):F'(X)=(G(2x)) —=G'(x)

Ona:

—f (0)

e 41
2)c-Montrons que F (In (2+ \/§)) est un extremum de F sur [0,+oo[ .

1)c- Comme lim F(X)=0 alors la droite d’équation Y =0 est une asymptote horizontale de (CF )

Et comme (Vx € ]0,+o0[) . 2f (ZX)— f(x) oD o g

Alors ona (VXG ]O,+00[) 3F’(X): ;ZX 1

X—>+00

!

(2x) G'(2x)-G'(x)=2f (2x)— f (x)

4x X

—2X X —X

—X

—X
—T(¥) (e2X —4e* +1) - ex—_e(e2X —4e* +1) = (ezx +1)_();X —e”‘) e (eX —4+e‘x)

A “+€ " A X
e2><_'_e—2x (Ex/dFe/X)(ex e_x) e2x_i_e—2x ex_e—x
(%) (2xgox , 1.1
(82 —4e +1).Etc0mme F (0)=2f (0)_ f (0):1_§:§ et

1

(em _4¢° +1) - 72><(_2) :% alors on a :(VX € [O,+oo[) :F’(X)

Comme F est dérivable sur [0, +oo[ alors il suffit de montrer que sa fonction dérivée F's’annule en

In (2 + \/§) en changeant de signe.
-T(x)

D’apreés la question précédente, on a : (VX € [O,+oo[) :F'(X) = 1

f(x
A(O alors le signe F'(X) est contraire a celui de e —4e* +1

Et comme (VXG[O,+oo[) : _ezx 1
Ona (Vxe[0,+oo] ) € — 4¢” +1=(eX —2)2 —3=(eX —(2+x/§))(eX —(Z—ﬁ))z(ex —eﬁ)(eX —e7)

Avec ﬂ:In(2+J§) et 7:In(2—J§) . Comme }/<O et X>O alors (ex —e7)>0 donc le signe F’(X)

(e2X — 4¢* +1).

est celui de (ex —ef ) Tableau des signes de F’(X) pour tout X € [O, +oo[
X 0 p
eX—¢f - 0
F'(X) - 0
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Comme F's’annule en [ en changeant de signe du positif au négatifalors [ c.a.d In(2+J§) est

un maximum de la fonction F .

Exercice 2
Soit me C/m=+/2¢" ,aveceeR\{kﬂ/k eZ}
Donc MM = \mf =2
Partie |
(Epn):mz?—2z+m=0
m(1-i)
Posons Z1 = —5
m(1+i)

1) Sachant que Z1 est une solution de (Em) déduisons que sa deuxiéme solution est : 22 = 5

On sait que si Z; et Z, sont les solutions de (Em) alors Z, + Z, __2_am —2—m= m

m :W_ 2
Donc Z, =m—Zl=m—%(1—i):%(1+i),
2)Ona: Zl_%(l_i)(geig][ﬁeiazge'[g‘lj :e|[9_4].

Partie 11
A(a), B(b), M (m),M,(z,) et M,(2,) , avec a=1 et b=—1. R:r(o,%J

1) Montrer que R(l\/ll)zl\/l2
Posons : R(M,)=M, et montrons que M, =M, .

Ona:
T

iz

— ! —p 2 —

R(Ml)_Mlale,_e (le zo)+zo
<z, =iz,

.m )
=71, = E(1—|)
=7, =%(1+i):z,\,,2

Donc M, =M,, et par conséquent on a : R(l\/ll) =M,.

2)a- Montrons que (l\/ll\/ll) J_(Ol\/ll) et (MMZ) J_(Ol\/lz)
Signalons d’abord que M; =0 et M, #0 (car Zy, #0 et 2y, #0,vuque m=0 )

Zy, — Iy r;(1—i)—m _g(l-i-i) )

Ona: = = =—1, donc (l\/ll\/ll) J_(Ol\/ll).

wyZo D) g(l_i)
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2y 7y (D)= _%(—1“)

Ona:Z = = m ' :i,donc(I\/II\/IZ)J_(OI\/IZ).
M, ~Zo E(1—I) %{(l+l)

2)b- Vérifions que OM, =0M, =1

(a_gj

2)c- Déterminons la nature du quadrilatére OM; MM, .

Apres analyse rapide des résultats précédents on peut répondtre que c’est un carré.
En effet, Comme R(Ml) =M, alors les trois points O, M, et M, ne sont pas alignés.

Comme (MM, ) L (OM, )., (MM,) L (OM, ) et (OM, ) L (OM,) ( car (OM;,OM, )= Z[ 27])
Alors (OMl)//(I\/IMz) et (OI\/IZ)//(I\/IlM) donc le quadrilatére OM MM, est un parallélogramme.
Et comme OM, =0OM| et (Ol\/l )J_(l\/l |\/|) alors OM;MM, est un carré.
i o)
J2siné

3)a- Montrons que Re(m — h) =0 et que Re(l— hﬁ) =0.

Ona: OM; :|21|: e =1 et comme : OM, =OM, (car R(Ml)z M,) alorsOM, =OM, =1

3) Soit le point H ( ) tel que h=

Ona: M=+2e"=y2cos0+iv2sin@ Donc Re(m)=+2cosd

i i(20-2
h= (26] — 1 el[ 2] d
etona: \/_Slne \/isine onc

__1 A R SRS S _ _
Re(h)—ﬁsingcos[ze 2) \/Esine'smze ﬁw.szose J2coso=Re(m)

Et comme Re(m—h)zRe(m)—Re(h) alors Re(m—h):o.

— — i(20 : — ]
Ona: hm=—!e( | e _ LI (cos@+ising)=1—icotand
Zsiné R2sing. _sin@
( A propos, cotané = % ca fait longtemps qu’elle a été abandonnée dans les programmes au Maroc)
Sin

Donc 1-hm=icotan@ , on en déduit que RE(l— hﬁ) =
3)b- Montrons que Re( h} 0
m+1

a-h 1
m+1 |m+1|

Ona:

—=—(1-h)(m+1) = ——(1-h)(m+1)=

—2(ﬁ+1— hm — h) et comme
Im+1]

|m+14

> € R alors il suffit de montrer que Re(<ﬁ+1— hn_ﬂ—h)):O.

-3
Ona; Re((M+1-hm—h))=Re(im)-+Re(1-hm)-Re(h) = Re(m)—Re(h) + Re(L—hin) = 0+0=0
( car Re(ﬁ): Re(m) )

Mr.EL ABBASSI Mohammed - professeur de Maths au lycée ELBILIA-Khouribga
3




Doncona : Re[a—_h] =0.

m+1
3)c- Déduisons que (MH) L(AB) et (AH) L(MB).
Iy —12 1 Iy — 12 1
Ona: Z,#1Zg et sz(m—h) Donc RE(HJ=§Re(m— )=O

Donc 242 &R, Dour (MH) L(AB) .

Ipn—1g

Z,—1Z a—h Z,—12 a—nh Z,—7Z )
Ona: Ly #1g et A H — Donc Re| —A—H =Re(—j=0 Donc —A—"H iR,

D’ou (AH) L(MB).

4)a- Montrons que h-z, = 1(1—cot and).
Ona:
m, . = m, —
h-z h_z(l") hm_T(l") hm—(1-i) ~(L-hm)+i jcotang+i 1
= . = - = S = . = . ==(1-cotand)
Z,-7 mi m|" i 2 2 2 2

( car |m|2 =2 et 1-hm=icotané (voir3)a))
4)b- Déduisons que les points H, M, et M, sont alignés.

Z,—=Zy, h-z 1 Z, —1
Ona: ——M _ 1 :1(1—Cotan0) et comme =(1-cotand) e R alors MM cR.
Iy —Zy L—1 2 2 Zy — Iy
Donc les points H, M, et M, sont alignés.
Exercice 3
Partie I
(A) (F):5u—9v=1

1) On constate que le couple (2,1) est une solution particuliére de (F) Ona: U,= 2 et Vo =1.

2) Comme (2,1) est une solution particuliére de ( F )alors son ensemble des solutions est :

de Sg :{[2+k5/\_(9_9) 1-k 5A?—9)J/k eZ}={(2—9k,1—5k)/k cZ|
3) Vérifions que 5° = 6[19] c.a.d que 5% = 6[19].
Ona:5 =25=1x19+6 doncona:5° = 6[19].
(B) (E):x*%?°=5[19]
Soit X une solution éventuelle de (E).
1)a- Montrons que X A19=1.

Comme 19 est premier alorsona: XA19=1 ou XA19=19.
Si on suppose que XA19=19 c.a.d 19/ X alors X 50[19] donc X?0% = 0[19]

Et comme X%%%® = 5[19} alors 5= 0[19] donc 19/5 ce qui est faux.
On en déduit que X A19=1
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1)b- Montrons que X*° = 5[19} .
Ona:2026=18x112+10 et comme X?°?¢ = 5[19] alors X&12+10 = 5[19}

cad (X18 )112 X0 = 5[19} et comme 19 est premier et X A19=1 alors d’aprés le théoréme
de Fermat, on a X*8 51[19]. Et par suiteona : X0 = 5[19]
1)c- Montrons que X* = 6[19] .
Ona: X°=5[19] donc (X\°)° =5[19] c.a.d X* = 25[19] donc X'*x? = 25[19]
Et comme X8 51[19] et 25= 6[19] alors X? = 6[19].
1)d-Montrons que X = 5[19] ou X= —5[19] .
Ona: X?= 6[19] et 6=5’ [19} alors X? =57 [19] doncona: X?-5% = 0[19}
Doncona: 19/(X-5)(X+5) et comme 19 est premier alors 19/ X-5 ou 19/ X+5
D'oliona: X= 5[19] ou X= —5[19] .

2) Dans ce qui a précédé on a montré que si X une solution de (E) alors on a nécessairement

X= 5[19] ou X= —5[19] .
Réciproquement, supposons que X = 5[19] ou X= —5[19] et montrons que X une solution de (E)
Comme X= 5[19] ou X=-5 [19] alors X?°%° =5%% [19} (2026 est paire )

Et comme 57926 = (518 )112 51 et comme 19 est premieret SA19=1 alors d’apres le théoréeme
de Fermat, on a 5'8 51[19]. Et par suite on a : 5%9% =510 [19]
Et comme 5 = (52 )5 [19] et (52 )5 =6° [19] et 6° 536><36><6[19] et 36x36x6= (—2)><(—2)><6[19]
et (-2)x(-2)x6= 24[19] et 24= 5[19} alors X?*% = 5[19].
D’ou X une solution de (E).

On en conclut que I'ensemble des solutions de (E) est Sg = {5+19k lke Z} u{—5+19k lke Z}

Partie I1
1) Les solutions de (E) compris entre 1 et 100 sont 5,14,24,33,43,52,62,71,81,90,100
Donc V = {5, 14,24,33,43,52,62,71,81,90, 100}

cardv 11
: Q=1123,...,99,1
On a P(\/) ard0 - 100 =011 .( { 3,...,99 OO})

. *
2) Soitn e N
On a une situation d’épreuve répété n fois et dans les mémes conditions ot a chaque fois on s’intéresse
a la réalisation ou d la non réalisation de I'événementV .

-k
La probabilité pour que V se réalise exactement k fois est Crlf pk (1— p)n , pour tout ke {0,1, .y n}
avec P=P(V)=0,11. Soit Al’événement : « I'événement V se réalise au moins une fois »

L’événement contraire de A est A:« I’événement V se réalise O une fois »

Ona: P(ﬂ):Copo(l— p)n*0 =(0,89)" et comme P(A)=1- P(A) —(0,89)"

Etona: P(A))0,95 < 1-(0, 89) )0,95 c.ad ny In((g.) 22)) et comme Iln((g') 22)) 25,7

Alors la plus valeur de N cherchée est 26.
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Exercice 4

On rappelle que (M3 (R),+,><) est un anneau unitaire non commutatif.

1 0 0
Pour tout X € R, on pose \ (x)=| x? 1-x  x |-
X*+2x —x  x+1

On considére I'ensemble E = {M (x) I xe R} )
1) Soit (X,y)eR*Ona:

1 0 0 )1 0 0 1 0 0
M(X)xM(y):{x2 1-x X J[yz 1-y vy ] X +(1-x)y +x(y +2y) (1-x)(1-y)-x  y(1-x)+x(y+1)

X+20 =x x+L\Y+2y -y Y+l [ eaxon e (e)(y e2y)  ox(1oy)-y(eD)  xy(x1)(y+)
1 0 0

:(x+y)2 I-(x+y)  x+y [=M(x+y)

(x+y)2+2(x+y) —(x+y) (x+y)+1

¢:R— M,(R)
X @(x)=M(x)
2)a-Montrer que @ est un morphisme de (R,+) vers (M3(R),X).
Ona V(X,Y)eR?: @p(x+y)=M(x+y)=M(X)xM(y)=@(x)x@(y)
Donc @ est un morphisme de (R,—I—) vers (MS(R),X).
Ona: E={M(x) / xeR}={p(x) / xeR}=p(R)
2)b- Comme @ est un morphisme de (R,—I—) vers (M3(R),><) et comme (R,—I—) est un groupe

2)

commutatif alors ((D(R),x) est un groupe commutatif et comme @(R)=E alors

(E,x) est un groupe commutatif.
3) V(x,y)eR? .M (X)TM(y)=M(2xy)
3)a-Montrons que (E \{1} ,T) est un groupe commutatif.
Montrons d’abord que E \{ I} est partie stable de (E,T)
Soit (M (x),M (y))e(E\{I})Z, donc X#0 et Y#0 .0na: M(x)TM(y)=M(2xy) et comme
2xy #0 alorsM (2xy) €(E\{1}) etdonc M (x)T M (y)e(E\{l}) .
pou E \{I} est partie stable de (E,T)
Montrons T est commutative dans E\{l}.
Comme ¥(M (x),M (y))€(E\{1})" : M(X)TM(y)=M (2xy)=M (2yx)=M (y)T M (x)

Donc T est commutative dans E \{ | }
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Montrons T est associative dans E\{I}.
Soit (M (x),M (y),M(z))€(E\{1})’, ona:
(M (T M ()T M (2) =M (22)T M (2) = M (2(23%)2) = M (2x(252)) =M (x)T (M (5)TM (2)
Donc T est associative dans E\{I}.

Comme YM (x)e(E\{I}) : M (x)TM (%j =M (ZX.%j =M (x) et T est commutative dans E \{ |}

et M (lj e E\{l}alorsM (lj est I'élément neutre de (E \{ | } ,T)
2 2 :
Montrons que tout élément de E \{ | } est symétrisable dans (E \{ I } ,T)

Comme VM (X) E(E\{I}) : M (x)TM [ij =M (ZX.ij =M (lj et | est commutative dans
4x 4x 2

E \{ I } alors tout élément M (x) de (E \{1 })est symétrisable de symétrique M (4—1)(j (et comme

1 1
H;ﬁO alors M (EJE(E\{I})'
Et par suite ( E \{ | } T ) est un groupe commutatif.
3)b- Montrons que ( E,xT ) est un corps commutatif.

On a déja montrer que (E,X) est un groupe commutatif et que (E \{ | } ,T) est un groupe

commutatif, donc il reste @ montrer que la loi T est distributive par rappot a la loi X dans E .
Soit (M (x),M (y),M(z))€(E\{1})’, ona:
M (X)T (M (y)xM (2))=M (X)T M (y+2)=M (2x(y+2)) =M (2xy +2xz)
=M (2xy)xM (2xz) =(M (X)TM (y))x(M (x)TM (z))
Et T est commutative dans E \{ | } alors T est distributive par rappot a la loi X dans E .
Et par suite ( E,x,T ) est un corps commutatif.
4)a- Soit x e R. Montrons par récurrence que (VneN) : (l\/l (X))n =M (nx)
Pour n=0,0na: (I\/I (X))O =1=M(0)=M (OX) . Donc la propriété est vérifiée pourn=0 .
Soit neN, supposons (l\/l (X))n =M (nx) et montrons que (I\/I (X))n+1 =M ((n +1) X).
ona: (M (x))n+1 =(M (x))n M (X)SH:RM (NX)M (X)=M (nx+X)=M ((n+1)x)
On conclut d’apres le principe de récurrence que l'on a : (Vn eN) : (l\/l (X))n =M (nx).
4)b- Soit X € E, posons X =M (x)
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On a:

X2 = X2=(M (X))’ =(M(x))" =M (3x)—M (2x)

1 0 0 1 0 0

=| 9x? 1-3x  3x |—|4x? 1-2x  2x

Ox*+6x —3x 3x+1) (4x*+4x —-2x 2x+1

0 0 0 0 0 0
=| 9x* —4x® 2x—-3x  3x-2x |=| 5% -X X

OX® +6X—4x? —4Xx —3X+2X 3x—2X 5X°+2X —X X

Donc
0 0O 0 o o (00 O
X3-X2=|5 1 1| |5¢ -x x|=|9 1 -1
31 -1 52 +2X —X X 31 -1
<5x* =56t —x=1et x=-1et5x° +2x =3
S x=-1
< X =M(-1)
1 0 O
Donc l'équation admet IamatriceM(—l): 1 2 —1| comme unique solution dans E.
-1 1 0
End
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CONSIGNES:

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.

- L’épreuve comporte quatre exercices indépendants.
- Les exercices peuvent étre traités selon 1’ordre choisi par le candidat.

- EXERCICEI se rapporte a I’analyse ...............oceveeennennn. (10 pts)
- EXERCICE?2 se rapporte aux nombres complexes..............(3.5 pts)
- EXERCICES3 se rapporte a I’arithmétique et aux probabilités...(3 pts)
- EXERCICE4 se rapporte aux structures algébriques............ (3.5 pts)

L’usage d'une calculatrice non programmable est autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICE]1: (10 points)
‘!am-a I .

0.25 pt 1- a) Montrer que: V2 €R , 1+ < e?

[=]

A0
S

- - 5
0.25 pt 1- b) En déduire que :Vz € [0,400[ , =— + 14z < ¢? IS o

; D2

2-Pourtout £ € [0, +o00[ , on pose I (z) :/ te™dt
0

; EHE
2 Ot

0.25pt 2- a) Montrer que : Vz € [0, 4+00[ , I (z) <

0.5pt 2- b) Montrer que : YV € [0, +o00 [, I(z) = —ze® —e @ + 1 i

|

3- Soit g la fonction numérique de la variable réelle = définie sur |0, +oo [par :

ef—z—1
g(m)—_-T

3-a)En utilisant les résultats des questions 1- b) et 2- b) de la partie I,
0.5 pt

[] 25 [s]
2t

montrer que : Yz €]0, 400 [, % <g(z) < %.

[ =1

0,25 pt 3- b) En déduire que : zll,'ﬁ g9(z) =

[w] % [a]
z)
0

— ———
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Partie I ;

Soit f la fonction numérique de la variable réelle @ définie sur [0, +oo [ par :

1

ot f(0)=35

Vz €0, +oo [; f(x) =

em — e“'w

Soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O,_i), 7)

1- Calculer mHIfw f (z) puis interpréter graphiquement le résultat [w] g [w]
0.5 pt
F obtenu. E
. . (=] [s]
0.25 pt 2- Montrer que f est continue a droite en 0 '_T,Lﬁ.’_..
[=]Fy 2.
3- a) Montrer que: af-10]
025 =10 _ - & — 20e” — 1
Ve €10, +oo |, e f@) (s hirh
3- b) Montrer que: afr, |0
0.25 pt 62:1: —2ze® — 1 et —1 lr'
V 0 ] ’ - b
z €]0, +oo | = 2g (2z) . [E] Sk
02551 3- ¢) En déduire que f est dérivable a droite en 0 et que f'; (0) = 0 [m] ¥4 [w]
O g

4- Pour tout z € [0, +oo [, on pose J (z) = f tetdt
0

0.5 pt

4- a) Montrer que pour tout z € (0,400 [, 0 < I(z) < J ()
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4- b) Montrer que pour tout @ € [0,+00 [ , J (z) = (z — 1) e* + 1 EIEEI
0.25 pt
[=] 5
4- ¢) Montrer que pour tout € ]0, +00 [ ,ona: =] =]
0.5 pt 1oy I(@)—J(z) m
fla) = (ev — e~2)? =]
0.25 pt 4- d) En déduire le sens de variation de la fonction f sur [0, +o0 |
(=]
5- Montrer que la fonction f réalise une bijection de [0, 400 | vers Eﬁ@
0.25pt un intervalle & déterminer. 'gﬂ-ﬁ
On note f~!la bijection réciproque de la fonction f [=] 5
os 6- a) Montrer que I’équation f (x) = = admet une unique solution aO[-40]
5 pt
o a 4 déterminer dans [0, +00 | h
6-b) Représenter graphiquement la courbe (C) et la courbe (C')de
la fonction f~1 dans le repére orthonormé (O,_z) A) EE
0.5pt (On prendra ” “ = H;)” = 2¢cm). i
[=]

(On admet que le point P (xo, f (o)) est un point d’inflexion pour
la courbe (C) avec zg ~ 1,6 et f(zo) ~0,3)

-
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7- On considere la suite numérique (), définie par: ug =0 et (Yn € N),uni1 = f (un)

1 OkEAD
0.25 pt 7-a) Montrer que : (Vn € N), 0 < u, < 5 W ﬁy
[m] L5755

' 1
7-b) Montrer que : (Yn € N) | |up —a| < 3 |up, — o | -EIgE
0.5pt 1 . !
[t

(On admet que Vz € ]0, +o0 [, = f'(z) <0)

7- ¢) Montrer par récurrence que : [=]; [=]
0.5 pt j s i
e
(VneN) , |u,—al< (2) EE%J

[=]{3[s]

0.25pt 7- d) En déduire que la suite (), .yconverge vers o T

[=]HE:

Partic I : :
On considére la fonction F' définie sur [0, 400 [ par: F (z) = f(t)dt.

T

0.5 pt 1- a) Montrer que : Vz € [0,+00 [;0< F (z) < z f () :%55
T

. [=] ¢y [=]
025pt | 1-b) En déduire lim F (z) 'E%E»
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_ (=] 3 [5]
0.25 pt 1-¢) Interpréter graphiquement le résultat obtenu. o TR
; O[4[ 0]
0.25 pt 2- a) Montrer que F est dérivable sur [0, +oo [ e
[=]1t
2- b) Montrer que : Eﬁj@
=k t i) = = (2) 2 z | ﬁﬂ
VEE[O,‘FOO[,F(IB)-—m(G — 4e +1) E s
= 2- ¢) Montrer que F' (ln (2 + \/ﬁ)) est un extremum de la fonction |E =]
Spt :
F F sur [0, 00 [=]r

EXERCICE2: (3.5 points)
Soit le nombre complexe m = v/2¢'? ot 6 € R — {kn/k € Z}

Partiel:

On considére dans I’ensemble des nombres complexes C I’équation (Er) d’inconnue z

(Em) : M22—2z24+m=0
: ; m(1 — 1)
1- Etant donné que le nombre complexe z; = ——= est une .
s o [ ]
0.25pt solution de I’équation (Er,), déduire que sa deuxi¢me solution est :
m(1 + i) [=]
Zy = ———=
2

0.25 pt 2- Ecrire z; sous forme exponentielle. Ty

A0
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Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, ﬂ, 7), on considere les points
A, B, M, M, et M, d’affixes respectives a =1, b= —1, m, 21 et 2

; ™
Soit R la rotation de centre O et d’angle —

2
[=] ]
0.25 pt 1- Montrer que : R(M,) = M, ]
[m]itE
[=] 3 [m]
0.5pt 2-a) Montrer que (M M) L(OM;) et (MM;)L(OM3) .
E: al
| [=] g [m]
0.25 pt 2-b) Vérifier que : OM; = OM; =1 .
=]
. _ [=]:% ]
0.25 pt 2- ¢) Déterminer la nature du quadrilatére OM 1M M ‘Hﬁg
[
3- Soit H le point d’affixe h = i)

v/'2sin(6)

Pour tout nombre complexe z, on désigne par Re(z) la partie réelle de z

m+1

0.5pt 3-a) Montrer que Re(m — h) =0 etque Re(1 —hm) =0
- (] fy ]
0.25 pt 3- b) Montrer que : Re ( 2 h) =0 b&%
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[z ]
0.5pt 3- ¢) En déduire que (M H)L(AB) etque (AH) L(MB) sl e
=7
= [=] 5[]
0.25 pt 4-a) Montrer que : Lo T 1(1 — cotan(@)) =z
29 — 21 2 E
[ 3 ]
0.25pt 4-b) En déduire que les points H, M, et M, sont alignés. ﬂl‘::l.‘-l:
[=I&FE
EXERCICES3 : (3 points)
Partie]:

A. On considére dans Z? I’équation suivante (F) : 5u —9v =1

0.25pt

1- Donner une solution particuliére (uo,vo) dans N2 de (F)

0.25 pt

2- Déterminer 1’ensemble des solutions de I’équation (F)

0.25pt

3- Vérifier que : 5% = 6 [19]
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B. On considere dans Z I’équation suivante (EB) : ¢**%° = 5[19]

1- Soit  une solution de I’équation (E)

1- a) Montrer que z et 19 sont premiers entre eux et que 'FEF" 2]
| B
=g (=]
0.25pt 1- b) Montrer que : 21 = 5[19] %
1-¢) En déduire que : 22 = 6[19) [®]p;[u]
0.25pt
: (On pourra utiliser les résultats de la partie A) E
[m]3=[m]
025 pt 1- d) Montrer que z = 5 [19] ou z = —5 [19] P
[=];
2- Montrer que si £ = 5 [19] ou z = —5 [19] alors z est solution E-':'E
ten de I’équation (E) %ﬁ
) s
Partie 11

On considére une urne contenant 100 boules numérotées de 1 2 100 indiscernables au toucher.

On tire une boule au hasard de cette urne.

On considére ’événement V' : « Le numéro de la boule tirée est solution de I’équation (E) »

0.25 pt

1- Montrer que la probabilité de I’événement V est p = 0, 11
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2- Soit n € N*, On effectue n tirages successifs avec remise de la

boule dans I’urne. E EI
0.25 pt Déterminer la valeur minimale de n pour que la probabilité de T
"réalisation de 1’événementV au moins une fois", soit strictement E

supérieure a 0, 95

EXERCICE4: (3.5 points)

On rappelle que (M3 (R), +, X ) est un anneau unitaire et non commutatif de zéro la matrice
0 0 O 1 00

O=1| 0 0 ) etd’unité lamatrice /=| 0 1 0 |.

0 0

0
0 0 0 1
0 0
On considére I’ensemble : E = { M (z) = ( z? l-z2 =z ) /x € IR}
z2+2x -z =z+1

0.5 pt 1- Montrer que V(z,y) € R? ; M(z) x M(y) = M(z +y)

(=] 43 [w]
o 8]

2- On consideére I’application ¢ définie de R vers M3(R) par: (Vz € R) ; ¢(z) = M(z)

2- a) Montrer que ¢ est un homomorphisme

0.5
i de (R, +) vers (M3 (R), x ) etque p(R) = E

% a]

0.25 pt 2- b) En déduire que (E, x )est un groupe commutatif.

EEE | | EE
%]

3- On munit E de la loi de composition interne 7' définie par :
V(z,y) € R? ; M(x)T M(y) = M (2zy).

0.75 pt 3- a) Montrer que (E — {I},T) est un groupe commutatif.

?ﬁ%
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0.5 pt 3-b) Montrer que (B, x ,T') est un corps commutatif. Eﬁ_@
A

4-Soit € R .On pose : (M(z))" = {V_f(m) X wene X M(ml avec n € N*

0.5 pt 4- a) Montrer que: (Vn € N*) | (M(z))" = M(nz)

0 0 0 E E
0.5pt 4-b) Résoudre dans E ’équation: X3 — X2=[5 1 -1]. %
E- d M

3 1 -1

FIN
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